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Introducao

O presente texto foi escrito com base em notas relativas ao estudo de fungoes
de vérias varidveis, assunto tradicionalmente tratado na disciplina Matemé-
tica II, das licenciaturas em Economia, Finangas e Gestao do ISEG, cuja
regéncia tem sido assegurada pela autora desde 1998, no caso de Economia,
e recentemente nas trés licenciaturas. Pressupoe que o leitor tem conheci-

mentos sélidos sobre funcées de uma varidvel.

O contetido estd concebido de forma cldssica. Pretende-se inicialmente
que o estudante desenvolva capacidade de visualizagao de gréficos de fungoes
de R? em R. Superficies de nivel e cortes por planos paralelos aos planos da
base sao alguns dos elementos tteis para esse fim. Avanca-se entao para
o estudo de limites e continuidade de funcoes, o que pressupoe um ponto
prévio para aspectos de estrutura topoldgica. Em seguida, generaliza-se
a vdrias varidveis o Célculo Diferencial estudado em disciplina precedente.
Este capitulo é pedra de toque do programa, em particular porque consti-
tui uma premissa indispensdvel para o estudo de problemas de extremo e
suas aplicagoes a problemas de optimizacao que sao abordados no capitulo
seguinte. Apresenta-se em apéndice um capitulo sobre alguns aspectos de
Algebra Linear de muita utilidade no estudo de extremos, como por exemplo

as formas quadraticas.

A abordagem é rigorosa. Pretende-se ensinar ideias e conceitos, juntando
aspectos tedricos a intuicao e visualizagao geométrica. Sendo as defini¢oes
e teoremas apresentados em dimensdo n, de imediato sdo ilustrados por
exemplos em R2. Ao longo do texto apresentam-se vdrias aplicacoes em
Economia. Sublinha-se que nao hé qualquer pretensao de ensinar conceitos
e resultados de cardcter econémico mas tao somente de por em evidéncia
através de exemplos a aplicagao dos conceitos matemaéticos. Espera-se com
isso ilustrar a utilidade do investimento feito pelo estudante na aprendizagem

matematica e, com isso, favorecer a sua motivacao.
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Capitulo 1
Funcoes de varias variaveis

Neste capitulo vamos ocupar-nos do estudo de fungoes reais de varidvel vec-
torial e fungoes vectoriais de varidvel vectorial. Permitindo traduzir ana-
liticamente o comportamento de certos fenémenos do mundo real, a nocao
de funcgao real de varidvel real é contudo ainda insuficiente para responder
a situagOes mais complexas em que a necessidade de virias varidveis se faz
sentir. Tal acontece, por exemplo, em situagoes de natureza econdémica.
Se quisermos representar o lucro anual de uma empresa como dependente
dos montantes gastos em investigacao e em publicidade, ou do problema da
producao, em que o produto final é funcdo do capital e do trabalho, ime-
diatamente reconhecemos a necessidade de considerarmos fungoes de vérias

varidveis.

1.1 Funcao de R™ em R: nocgoes preliminares e

exemplos

De forma intuitiva, poderemos dizer que uma funcdo f : A — B é uma
correspondéncia que associa a cada elemento x pertencente a um conjunto
A, um e um s6 elemento f(z) de um conjunto B; o conjunto A onde a cor-
respondéncia estd definida chama-se dominio de f e o subconjunto de B
formado pelos valores de f(z) chama-se contradominio de f. Habitual-
mente representam-se por Dy e CDy.

1.1.1 Funcao real de m variaveis reais. Dominio

No que se segue, embora apresentemos as definicoes na sua forma geral, o
especial enfoque da matéria serd dado aos casos R? e R3.
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Dado m € N, chama-se fungao real de m varidveis reais, ou de
varidvel vectorial x = (x1, %2, ...7n), a toda a fungao f cujo dominio Dy,
isto é, o conjuntos dos elementos em que estd definida, ¢ um subconjunto de
R™ e o contradominio, isto ¢, o conjunto das imagens f(x) é um subconjunto
de R, isto é

f:D fC R™ — R
onde R = R xR x ... x R, é o produto cartesiano de m factores todos
iguais a R. Notaremos por x um elemento de R™, m > 1, e manteremos a
notacao x para elementos de R.

Exemplo 1 1.Consideremos a funcio definida em R? por

flz,y) =a2° +y°.

O dominio é R? e o contradominio é Rg . Temos, por exemplo:
f(=2,4) = (=2)2 + 42 = 20;
f(3,5) = 32 + 5% = 34;
F(=1,-1) = (=1’ + (-1)° = 2.

2. Seja f definida em R? por
flz,y) = V22 +y%2-09.
Neste caso o dominio jd ndo é todo o R%. Com efeito,
Dy ={(z,y) € R?: 2 +4y* > 9},

que, do ponto de vista grifico, nao é mais do que o subconjunto do plano,
complementar do circulo fechado de centro (0,0) e raio 3.

3. Seja f definida em R? por
In (16 . y2)

Neste caso o dominio é dado por
Df:{(x,y)ER2:J:2+y2<16 ANz#y AN x#-—y}.
Ezercicio: faga um esbogo da representacao grifica de Dy.

4. Consideremos f definida em R3 por

a? +y* + 2
e +y2+22 _ o9 '

f(wayaz) =
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O dominio de f é
Dy = {(x,y,z) €R3: P HVHE 69}

{(z,y,2) eR?: 2 + 92 + 22 > 9}.
Trata-se do complementar da esfera de centro (0,0,0) e raio 3.

5. Um estudo sobre produgdo de leite mostrou que a produg¢ao P é fungao
de quatros factores x, y, z e w de acordo com a expressio sequinte

P= 2’ 5.:130’023/0’520’25100’03.

Por exemplo, x, y, z e w poderao ser os pardmetros relativos ao trabalho
envolvido, ao consumo de forragem, ao gasto de electricidade e ao gasto de
dgua. O dominio de P enquanto funcao é

DP: {(xayazaw) €R4:9207Z20aw20} =R x (]Rg)o+

Contudo, dado que se trata de um problema de producdo, sendo conhecidos
0s tipos de varidveis diremos que Dp = (R4)+.

Se os pardmetros duplicassem, qual seria o efeito na producdo de leite? Para
tal, basta atender a que

P (2x,2y, 2z, 2w) = 2,5. (22) %% (29)°° (22)%2°% (2w) "

_ (27 5 x 20,805) £00205.,0.25,,0,03 _ 90,805 p (5, 2,w).

Nesse caso a producdo de leite viria multiplicada por 20805,

1.2 Grafico e linhas de nivel

Seja f : Dy C R™ — R. Chamamos grafico de f ao subconjunto de R 1
dado por

Graf(f) ={(x, f(x)) : x € Dy}.

O caso em que m = 2 admite uma visualizagdo que torna a noc¢ao muito
intuitiva. Consideremos, por exemplo, as funcées f, g, h :R? — R definidas
por

fay) =2 +9%  glzy)=vVa2+y2 e h(zy) =2° —y%
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Os gréficos respectivos sao

Graf(f) = {(x,y,z)E]RB':z:ﬁ_{_y?},
Graf(g) = {(,y,2) €R®: 2= a4 42},

Graf(h) = {(z,y,2) € R3:z=2%— y2}.

Geometricamente, temos:

z = 2? 492
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=

z=a% — 9>

Como se sabe, o grifico de uma fungao real de varidvel real é uma “linha”
em R2. Como vimos, o gréfico de uma funcio real definida em R? ¢ uma
“superficie” em R3. Trata-se pois de um modelo tridimensional, cujo esboco

numa folha de papel apresenta, como é patente, dificuldades na observacao
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das suas propriedades. Nesse sentido, torna-se 1til para a compreensao do
grifico e do comportamento da fungao, o “corte” por planos, nomeadamente

verticais ou horizontais. Atentemos no exemplo anterior

fla,y) = 2® + 4%,
Corte por planos paralelos ao plano X07

Corresponde a intersectar o grafico por planos de equacao y = ¢, obtendo
assim uma linha plana que é o grifico de uma funcao real de uma varidvel
real e nao é mais do que uma parabola

f(x) = 2%+ 2
Em particular, se y = 0, obtem-se a parabola
f(z) =22
Corte por planos paralelos ao plano Y02

Corresponde a intersectar o grafico por planos de equacao x = ¢. Obtém-
se também pardabolas mas situadas em planos perpendiculares aos anteriores:

fly) = +y?
Corte por planos paralelos ao plano X0Y - curvas de nivel

Corresponde a intersectar o gréafico por planos horizontais de equagao
z = a, obtendo-se assim curvas de nivel cuja projeccao no plano X0Y sao
circunferéncias centradas em (0,0) e com raio y/a. Para uma fungao arbi-
traria de R? em R, o corte por planos paralelos ao plano X0Y origina as
comummente chamadas curvas de nivel C,

2
Co= {(w,y) eR”: f(i[f,y) = a} :

Na prética, sao muitas vezes usadas em mapas de meteorologia para
indicar, por exemplo, linhas geogréficas de pontos com a mesma pressao
atmosférica (is6baras) ou mapas topogréficos para indicar linhas de pontos
do terreno que possuem a mesma altitude.

Através dos diferentes cortes que acabamos de descrever, podemos perce-
ber que o gréfico da fungdo f(z,y) = z% + 32 é o conjunto de pontos dum
paraboldide circular com vértice na origem e com a concavidade “virada

para cima”.
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1.3 Curvas de nivel e um modelo econémico

Consideremos o modelo de produgao P(K, L) onde, para um input de capital
K e trabalho L, s@o obtidas P unidades de um determinado produto. Uma

curva de nivel a para a fungdo P é uma linha no plano Kol dada por
Co={(K,L): P(K,L) = a}.

Esta curva é designada por isoqudntica. Se se tratar do modelo de Cobb-

Douglas
P(K,L)= AK°L"

em que A > 0, as linhas isoqudnticas sao
Co = {(K, L): AK°LP = a}

ou, resolvendo em ordem a L,

C, = {(K,L):L— (%)%K%}.
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Capitulo 2

Limites e Continuidade

2.1 Breves nocgoes topolégicas em R™

No estudo de diversos aspectos das funcoes de vdrias varidveis - limites,
continuidade, cdlculo diferencial, optimizagao - serd importante considerar
certas caracteristicas dos subconjuntos de R onde estas fungoes estarao
definidas. Esta seccao sobre nogoes topoldgicas pretende introduzir as ideias
e definicOes essenciais & caracterizacao dos dominios das funcées que iremos
estudar.

Todos os conceitos que vamos introduzir fazem intervir de algum modo a
nocao de proximidade. Assim, devemos poder medir a “proximidade” entre
pontos de R™. De entre varias possiveis medidas que poderfamos utilizar
para avaliar a distancia entre pontos, utilizaremos a de distancia euclideana.

Definigao 2 A distdncia euclideana entre quaisquer dois pontos X,y €
R™ ¢ definida por

E a partir da noc¢éo de distancia que iremos definir a nocéo de vizinhanca,
fundamental em tudo o que se segue. Definimos bola de centro em x e

de raio ¢ > 0 como sendo o conjunto
Be(x) ={y e R™ : d(y,x) <e},

e definimos os “vizinhos de raio ¢ de z” como sendo os pontos de R

cuja distancia a x é menor do que €.
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A distancia euclideana induz a norma euclideana
|x[| = d(x,0),

tendo-se
[x —yll = d(x,y).

A norma euclideana, em R, é precisamente o médulo.
Quando m =1, x = z, tem-se

Bizx)={yeR:\/(z—y)2<el={yeR:|z—y| <e},

pelo que, em dimensdo 1, B.(z) ndo é mais do que um intervalo aberto
centrado em z e de raio ¢, isto é,

B.(z) =]z — e,z + €.

Quando m = 2,

B:(x) = {y eR?:\/(y1 — 1) + (12 — 22)? < &}

= {yeR?: (y1 —21)* + (y2 — 22)* < 2}

Assim, no plano, B:(x) corresponde geometricamente ao interior de um

circulo de raio € e centro em x.

Quando m = 3, a nocao de bola vai corresponder geometricamente ao

interior de uma esfera de raio € centrada em x.

Para valores da dimensao m superiores a 3, a definicdo mantém-se, apesar
de ja nao podermos dar-lhe uma interpretagao geométrica tao simples.

Para motivar a definicdo das diversas nocoes topoldgicas e simultanea-
mente facilitar a compreensao das mesmas, vamos comegar com um exemplo
muito simples de um subconjunto do plano:

A={(z,y) eR?: 2%+ < 1}.

Geometricamente, A é o conjunto dos pontos do plano que estd no inte-
rior do circulo desenhado na figura 2.1.

Os pontos P, e R assinalados na figura estao em posigoes diferentes
relativamente ao conjunto A. O ponto P ndo s6 pertence ao conjunto A,
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y A

@ O

Figura 2.1: Circulo de centro em (0,0) e raio 1.

como também existe uma vizinhanca desse ponto completamente contida
no conjunto: diz-se nesse caso que P é um ponto interior ao conjunto. O
ponto R nio sé estd fora do conjunto (pertence ao complementar! de A)
CcOMO 0 Mesmo se passa com uma sua vizinhanca: diz-se neste caso que R é
um ponto exterior ao conjunto. Relativamente ao ponto (), uma vez que se
situa sobre a circunferéncia, verifica-se que qualquer vizinhanca desse ponto
contém pontos quer do conjunto A quer do seu complementar: dizemos nesse
caso que () ¢ um ponto fronteiro a A.

Designamos por int(A) o conjunto dos pontos interiores a A, por ext(A)
o conjunto dos pontos exteriores a A e por front(A) o conjunto dos pontos
fronteiros a A. Resumidamente,

x €int(A) =3I >0: B.(x)CA,
x €ert(A) & I >0: B.(x)C A%,
x € front(A) & Ve >0, B.(x)NA#0D, B(x)NAC # ().

Da definicdo de ponto interior, exterior e fronteiro decorre imediata-
mente que qualquer ponto do espago satisfaz exactamente uma e sé6 uma
das defini¢Ges, por isso o interior, exterior e fronteira de qualquer conjunto
sao sempre disjuntos dois a dois e a sua reuniao é o espago inteiro, isto €,
estes trés conjuntos formam uma parti¢ao do espaco.

'Designamos por A® o complementar do conjunto A, isto é AC = R™\A
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Designa-se por Aderéncia ou Fecho de um conjunto a reuniao do seu

interior com a fronteira,
ad(A) = int(A) U front(A).

Chamamos conjuntos abertos aos que coincidem com o seu interior e
conjuntos fechados aos que coincidem com a sua aderéncia. E importante
referir que um conjunto aberto néo é o contrario de conjunto fechado; facil-
mente podemos encontrar exemplos de conjuntos simultaneamente abertos
e fechados ou nem abertos nem fechados.

Um ponto x diz-se ponto de acumulacao de um conjunto, se em qual-
quer vizinhanca de x existir uma infinidade de elementos do conjunto ou,
de outro modo, se em qualquer vizinhanca do ponto x existirem elementos
do conjunto que nao o préprio x. O conjunto dos pontos de acumulacao de
A é o conjunto derivado de A, que se denota por A’,

x €A & Ve >0, (Bo(x)\{x})NA#D.

Prosseguimos esta série de defini¢oes referindo o que entendemos por
ponto isolado, conceito que corresponde & ideia intuitiva de que o ponto

serd o unico do conjunto numa certa vizinhanca,
x é ponto isolado de A < Je > 0: (B:(x)\{x})NA=0.

Note-se que qualquer ponto isolado é ponto fronteiro e que qualquer
ponto de acumulagao nao pode ser exterior ao conjunto, tendo portanto de
pertencer a aderéncia, o que nos mostra que A’ U {pontos isolados de A} C
ad(A). Por outro lado, um ponto interior ¢ claramente um ponto de acu-
mulacdo e um ponto fronteiro que nao seja ponto de acumulacio serd ob-
viamente um ponto isolado provando-se assim a inclusao contraria, A’ U
{pontos isolados de A} D ad(A), o que permite concluir que

A" U {pontos isolados de A} = ad(A).

Um conjunto diz-se limitado se estiver contido numa bola (de deter-
minado centro e raio), que podemos sem perda de generalidade assumir
centrada na origem do referencial. Um subconjunto de R™ diz-se com-
pacto se e s6 se for limitado e fechado. Como veremos mais adiante a
noc¢ao de conjunto compacto serd especialmente importante em problemas
de optimizagao.
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Exemplo 3 Considerando o exemplo representado na figura 2.1, podemos
facilmente ver que todo o ponto do circulo, excepto a circunferéncia, é inte-
rior, pelo que int(A) = A, sendo por isso A um conjunto aberto. O exterior
de A corresponde neste caso & parte de fora do circulo (excluindo a cir-
cunferéncia) e a fronteira corresponde a circunferéncia. Assim ad(A) =
int(A) U front(A) # A e por isso A nao é fechado e por isso nao pode ser
compacto. Finalmente, como nao existem pontos isolados A’ = ad(A).

2.2 Sucessoes em R™

Faremos neste ponto uma mencao breve ao conceito de sucessao em R™.
Partindo da nocao de sucessao em R, tépico que habitualmente faz parte
do programa de qualquer disciplina de Cédlculo em dimensao 1, nao ¢ dificil
intuir a nocdo de sucessio em espacos de dimensdo superior. E alids de
esperar que propriedades anslogas as que se verificam em dimensdo 1 ten-
ham aqui enunciados paralelos com a formalizacao adequada & dimensao do

€espaco em causa.

Com efeito, por exemplo, dar uma sucessdo em R? nio é mais do que
a cada natural n € N, fazer corresponder um par ordenado (a,,b,). Se
quisermos ser formais, diremos que uma sucessao em R? é uma funcio S de

N em R? tal que n 5 (an, bp). Os elementos designar-se-ao por

(ah bl)a (a’2> b2)7 (a37 b3)7 sy (CLn, bn), e

ou, de forma abreviada, ((an,by))nen, ou ainda, simplificando a notagao,
((an, bp)), ou mesmo (com algum abuso), (an,b,). Uma questao natural é a
da existéncia de limite. E de esperar que:

1) o limite, se existir, seja unico,

2) a sucessdo ((an,by)) convirja para (a,b) se e s6 se as sucessoes CO-
ordenadas ((an)) e ((bn)) convergirem para a e b, respectivamente, isto é,

anp —a e b, — b,

3) se uma sucessao convergir, qualquer sua subsucessao também convirja

para o mesmo limite.

Tocaremos apenas estes pontos.
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Definicao 4 Uma sucessao em R™ ¢é uma sequéncia ordenada de elementos
de R™, uy,ug,...,Uy,... tal que cada elemento, por estar em R™, possui m
coordenadas. Assim, comn =1,2,3,...,

uy = ('LL11, U2, - - - 7ulm)
uy = (ua1,us2,...,U2m)
us = (u31, U32, - -« ,u?,m)
u, = (unlauan . -vunm)-

Ao elemento u, chama-se termo geral pois contém a expressao genérica
da sucessao.

. ‘ . 1 1Ny
Exemplo 5 A sucessio (Vp)nen cujo termo geral é vy, = (o, In(e + ) ¢é
uma sucessio em R2. Vejamos os primeiros elementos

vi = (1,ln(e+1))
- (%,ln(e + %))
1 1
vy = (g,ln(e + g))
v, = (%,ln(e—i- %))

Observemos que tanto as primeiras coordenadas como as sequndas con-
stituem sucessoes em R. Com efeito, sdo as duas sucessdes que podemos
designar por (vn1),cy € (Vn2),cn- OU Seja,

i 11 1
sucessao (Vn1)neN 1’§’§"“’E"”
1 1 1
sucessio (vn2)nen In(e + 1),In(e + 5),111(6 + g)» conIn(e+ =),
n

Tomando agora a sucessio (zn)nen em R3, com z,, = (L, In(e+2)

4n®+5n3 )
) 8n®+Tn? /7
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0s primeiros elementos sao

z1 = (1,ln(6+1),§)
1 1, 42

7o = (5,1n(6+§),ﬁ)
1 1, 123

z3 = (57 n(€+§)72—23)

1 1. 4n® + 5n3
2 = (et ) g e

)

Neste caso, para além das duas sucessoes em R, (z,1) e (zn2) que sdo, res-
2 } n n ’
pectivamente, as sucessoes das primeiras e sequndas coordenadas de (zy,) (e
coincidem com (vp1) e (vn2), respectivamente), eziste ainda a sucessao em
R, (z, ue é precisamente a sucessao das terceiras coordenadas de (z,,).

s 3)
Neste caso, temos

11 1
a nl)n 1,=-,= — .
sucessao (zp1)neN U RRE
1 1
sucessao (zp2)nen  In(e+1),In(e + ),ln(e+§),...,ln(e+E),...

0 (2ns) 3 42 123 4n® + 5n3

sucessao (Zn3)neN e TR
e 5771722377 8n® + Tn?’

Os exemplos anteriores ilustram o facto geral de cada sucessao (u,) em

R™ comportar precisamente m sucessoes de termos reais - as sucessoes

coordenadas da sucessao dada. Por exemplo, a sucessao das terceiras

coordenadas é
SUCESSA0 (Un3)neN U13, U23, U335 -+, Un3,- - -
e, mais geralmente, a sucessao das coordenadas de ordem j é

SUCESSAO  (Unj)neN Ulj, U2j; Ujy - -y Unjye-- -

Definicao 6 Seja (u,)nen uma sucessio em R™ e u € R™. Diz-se que
(up)nen converge para u se, qualquer que seja a bola centrada em u, Be(u)
(com € qualquer), existe um inteiro positivo p tal que u, € Bc(u), para todo
on >p. Ao vector u chama-se limite de (u,)nen € usa-se a notagdo

u, —»u<limu, =u.
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Simbolicamente,
U, = U Se Veso: Jpen :n >p=d(u,,u) <e.

onde d(u,,u) é a distancia de u, a u, mais precisamente,

d(up,u) = \/(unl —u1)? 4+ (un2 — u2)? + (Ung —uz)? + ... + (Upm — Um)?

= [lup =]

Analogamente ao que foi dito no inicio deste ponto, quando nao houver
perigo de confusdo, usaremos a notagao simplificada (u,) em vez de (uy,)pen-

Proposicao 7 Uma sucessio (u,) em R™ converge para u € R™ se e s6 se

as suas sucessoes coordenadas convergirem para as coordenadas de u.
Dem (Condigao necessaria). Para cada sucessao coordenada (u,;), tem-se
|tnj = uj| = 3/ (unj — u;)? < d(un,u).

Ora, como (uy,) converge para u em R™, sai facilmente da definigao que wuy;

converge para u; em R, Vj =1,...,m.

(Condigao suficiente) Esta condigdo deduz-se usando a desigualdade

d(up,u) = \/(unl —u1)? 4+ (un2 — u2)? + (Ung —uz)? + ... + (Upm — Um)?

< upr — ur] + Jung — | + [ung — us| + ...+ [unm — U,

juntamente com a defini¢ao de convergéncia, aplicada a cada uma das su-
cessoes coordenadas. O

Exemplo 8 Consideremos as sucessoes (vy,) e (zy) do exemplo anterior,

11(+1) 11(+1)4n5+5n3
vo,=|=Inle+3)) e z,=(=,Inle+ =), ——— | .
" n’ n " n’ n’’ 8nd + Tn?

Pela proposicao anterior,

1 1 1 1
lim v, = lim (= In(e+—)) = (lim=,lim(n(e +-)) ) = (0,1),
im v im <n n(e + n)> <1Hl - im(In(e + n))) (0,1)
‘ ! 1. 4n® +5n?
lim z, = lim <E,ln(e+ E)’m>

1 1., .. 4n®+5n3
= <hm ﬁ, lzm(ln(e + E)), hm m)

1

- (0,1,5)
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Definicao 9 Dada uma sucessao (uy,) em R™, chama-se subsucessao de
(u,) a uma sucessao obtida a partir de (u,) por selec¢io ordenada de alguns
termos em numero infinito.
n’ n42
1 2 13 14 15 16 1 n+1
73 ) 274 ) 375 Y 476 ) 577 AR n7n+2 PAR

podemos considerar como exemplo de subsucessao

13 15 17 19 1 2n+1

274)°\4’5)'\6’8)7\810)" '\ 2n' 2n+2)7" "

que é precisamente a subsucessiao dos termos de ordem par de (wy,).

Exemplo 10 Dada a sucessdo de termo geral w, = <l ”—‘H>, 1sto é,

Proposigao 11 Toda a subsucessao de uma sucessao convergente em R™ é

também convergente e para o mesmo limite.

Dem O resultado é consequéncia da proposi¢ao anterior e do facto das co-
ordenadas da subsucessao constituirem subsucessoes das sucessoes coorde-
nadas da sucessao dada, o que reduz o caso & aplicagao do resultado andlogo
de unicidade do limite ja conhecido em R. O

Pelo exposto, tentou ilustrar-se o facto de as nogoes e propriedades das
sucessoes em R™ assentarem geralmente nas andlogas em R, com as adapta-
¢oes adequadas de forma natural & dimensao. Espera-se que o leitor, se
necessitar, possa utilizar este facto para estabelecer outras propriedades que
omitimos aqui. Um exemplo importante e 6bvio é o das propriedades ope-
ratérias dos limites de sucessoes.

2.3 Limites

Introduziremos primeiramente a definicdo de limite de uma funcao real de
varigvel vectorial, fazendo especial énfase nos casos de R? e também R?. Em
seguida falaremos do caso de fungoes vectoriais de varidvel vectorial.

2.3.1 Definicoes e propriedades

Seja D um aberto de R™, a um ponto aderente a D e b € R. Consideremos
uma fungao f: D C R™ — R.
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Definicao 12 (segundo Heine) O limite de f(x) quando x tende para a é b
se, para toda a sucessao (an) que tende para a (a, # a), a sucessdo imagem
f(an) tender para b,

lim f(x) =b < [V(a,) CDCR™a,#a: (a,) —a = (f(a,)) —b].

X—a

Definicao 13 (segundo Cauchy) O limite de f(x) quando x tende para a é
b se for satisfeita a condi¢ao 6,¢,

V6>0:3e>0:VxeDCR™ x#a,||x—al <e=|f(x)—b| <.

Como referido anteriormente, ||x — a|| = d(x,a), donde

Ix —al]| <e & d(x,a) <e & x € Bc(a),
pelo que usaremos indiferentemente qualquer das expressoes.
Teorema 14 As duas defini¢oes anteriores sao equivalentes.

Dem (1) Suponhamos que lim f(x) = b segundo Heine e admitamos, por
X—a

absurdo, que existe um § para o qual nao existe € tal que, se x € R™ verifica

d(x,a) < g, entdo |f(x) — b| > 0. Em particular, para cada ¢ = 1/n, existe

um elemento x,, que verifica simultaneamente

d(xp,a) <1/n e |f(xp,)—0b] > 4.

A sucessao x, converge para a, porque para u > 0 dado, ao tomarmos
N > 1/p, obtemos um inteiro tal que Vn > N, temos d(x,,a) < 1/N < pu.

A sucessdo f(x;,) nao pode convergir para b porque, se n > N, os ele-
mentos f(x,) ndo pertencem a bola aberta de centro b e raio §, o que estd
em contradicdo com a definicao de limite segundo Heine.

(2) Suponhamos que a condic@o d,¢ ¢ satisfeita e seja (x,) uma sucessao
que tende para a. Mostremos que a sucessao f(x,) tende para b. Fixemos
6 > 0. Precisamos de encontrar um inteiro N tal que, para n > N, o
elemento f(xy,) pertence a bola aberta de centro b e de raio 6.

Se a condicao J, ¢ for satisfeita, existe um € > 0 tal que, se d(x,,a) < e,
entdo |f(x,) — b] < . Como a sucessao (x,) converge para a, para esse
nimero ¢, existe um inteiro N tal que d(x,,a) < &,Vn > N e temos, para
este mesmo N, |f(xy,) — b < 9,Vn > N. O
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Nota 15 O conceito de limite que apresentdmos é designado por certos au-

tores por “limite por valores diferentes” .

Nota 16 Dado que ||x — a|| = d(x,a), a condi¢do em §,e pode também ser
enunciada em termos de bolas abertas do sequinte modo: o limite de f(x)
¢ b quando x tende para a se para toda a bola aberta Bs(b) (que em R é o
intervalo |b—0,b+ [ ) existir uma bola aberta B.(a) tal que tal que para
todo o x em B-(a), a sua imagem f(x) pertence a Bg(b).

Da defini¢ao de limite segundo Cauchy, deduz-se de imediato que

lim f(x) =bseesése lim |f(x)—b =0.
X—a X—a

Usando a definicao de Heine, é fécil estabelecer as seguintes regras ope-

ratorias,

Teorema 17 Sejam f e g fungoes de R™ em R de dominios abertos e a um
ponto aderente aos respectivos dominios. Se lim f(x) = b e lim g(x) = ¢
X—a X—a

entao

1. lim(f +g)(x) =b+c.

2 Im(F0)60 =b-e
m I b ax
3. )lc_>a9<x) . (se g(x) ec#0).

Teorema 18 Sejam f < g < h trés func¢oes de R™ em R. Se lim f(x) =b

X—a

e lim h(x) = b, entdo lim g(x) = b.

Dem Fixemos ¢ > 0. Pela definigdo de limite, existem dois mimeros d; e d9

tais que

lx—all < e = [f(x)-0b<4d,
Ix—al| < e2 = |h(x)—0b] <.

Tomemos ¢ = min(ey, e2). Se ||x — al| < &, temos
b—5 < f(x) < glx) < h(x) < b+,

de onde |g(x) — b| < §. O
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Sendo B C D e a aderente a B, consideremos o limite de f(x) quando
x — a, mas ao longo do conjunto B, isto é, com x € B. Este nao é mais do
que o limite da restricao de f a B quando x — a, pelo que fazem sentido as
defini¢oes segundo Cauchy e segundo Heine, neste caso aplicadas & fungao
f |- Facilmente se conclui o seguinte:

Proposicao 19 Se lim f(x) = b entao o limite de f em a ao longo de
X—a
qualquer subconjunto de D a que a seja aderente, existe e tem o valor b, isto

é
lim f(x) =b= lim f(x) =b,VB C D:a € ad(B).

X—a
xEB

A propriedade anterior é extremamente importante e torna-se particu-

larmente 1til nos casos em que nao existe limite.

Teorema 20 Seja f de D C R™ em R. Sejam Bi, Bs,...,Bs, conjuntos
disjuntos dois a dois, tais que By U Bo U ...U B; = D\{a} com a ponto
aderente de cada um dos Bj. Entdo a fungao f tem limite b quando x — a
se e s6 se existirem todos os limites de f quando x — a ao longo de todos

08 conjuntos By, B, ..., Bs e forem iguais a b. Isto é,
lim f(x) =b« lim f(x) = lim f(x)=...= lim f(x) =0,
xEB x€E By x€EBoy x€EBs

Dem Resulta imediatamente da proposi¢ao anterior que a condicao é necessédria.

Vejamos o que se passa quanto & condicao ser suficiente. Como, para cada
J
lim f(x)="5

x—a

xEBj
entdo, qualquer que seja 6 > 0, existe um ¢; = €;(J) tal que
X € B, (a)N B; = f(x) € Bs(b).

Tomando & = min{ey,e9,...,e5}, uma vez que cada x € D\ {a} pertence a
algum Bj, tem-se

X € Be(a) = ngjgs X € Bﬁj(a) N Bj = f(X) € Bg(b)
logo, segundo a defini¢ao de Cauchy, lim f(x) = b. O
X—a

Nota 21 Em R, o teorema anterior corresponde & propriedade sequinte: o
limite de f em a existe se e sd se os limites a esquerda e & direita existirem

e forem iguais.
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2.3.2 Calculo de limites

A caracterizagdo em termos de limites ao longo de subconjuntos permite
mostrar que alguns limites nao existem.

Exemplo 22 Seja f : R? — R a fungdo definida por

LY
T (z,y) # (0,0),

flx,y) =

0 no caso contrdrio.

Pretende-se calcular( %m%o 0 f(z,y) ou concluir que nao existe. Sendo
1‘7y - K

B* = {(z,x) € R?} e B* = {(0,y) : y € R} tem-se

1
lim T = — e lim T =0.
(2,4)—(0,0) f(@y) 2 (2,9)—(0,0) f@y)
(z,y)eB* (z,y)eB**

Consequentemente, a fun¢ao f(x,y) nao tem limite quando (z,y) tende
para (0,0).

Acabdamos de calcular dois limites ao longo de duas rectas diferentes, isto
é, de duas direccées diferentes, uma de declive 1 e outra vertical.

Poderiamos ter tentado ver o limite ao longo de wma recta genérica pas-
sando pelo ponto onde se quer calcular o limite, neste caso o ponto (0,0).
Corresponderia a considerar o conjunto By, = {(z,y) € R? : y = mx}, que é
o conjunto de todas as rectas que passam no ponto (0,0) e que se distinguem
pelo declive m que é caracteristica de cada uwma e também da recta vertical
B**. Entao,

. . xy . x(max)

lim X = lim = 1m — 5
(,4)—(0,0) f(.y) @)—00) T2 +y2  2-0 22 + (mx)?
(x,y)€EBm y=mzx

mil?Q m m

- :lli%xQ(l—l—m?) :ilg})l—ka T 1+ m?

o que mostra que o limite de f quando (x,y) tende para (0,0) ao longo
de cada recta y = max varia com a recta em causa, pelo que nao existe
limite de f(x,y) quando (x,y) — (0,0). Dizendo de outro modo, os limites
direccionais de f(x,y) quando (x,y) tende para (0,0) variam com a direcgdo
(jé nao seria preciso ir ver o limite ao longo da recta vertical, a menos que
se quisessse determinar especificamente esse valor).
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Genericamente, chamam-se limites direccionais de f quando (z,y)
tende para (a,b) aos limites ao longo das rectas y = m(z — a) + b e também
ao longo da recta vertical x = a.

O teorema de enquadramento apresentado anteriormente é muito til
para o cédlculo explicito de um limite.
Exemplo 23 Mostremos que  lim  f(z,y) =0, com
(z,y)—(0,0)
Ty

f(%y):\/ﬁ:w‘

Resulta imediatamente da desiqualdade (x —1y)? > 0 que |xy| < 22 +y%. De
onde sai que

Ty |2y z? + y?
= < < \x2+ 2.
Va2 +y? Va2 oy T a2ty T vy

Como os membros extremos, da esquerda e da direita, tendem para O quando

0<|f(z,y)| =

(z,y) tende para (0,0), o resultado deduz-se do teorema referido.
Vejamos agora uma generalizagdo do exemplo anterior.

Exemplo 24 Limites em 0 de fracgoes racionais. Seja

F(x) = 2

il

uma aplicagao de R™ em R definida como o quociente de um polindmio P(x)
de m varidveis pela r-ésima poténcia da norma de X.
Se o polinémio for um mondmio x; x;, ...x;, de grau maior do que T,

entao lin}) f(x) =0. Basta mostrar que
X—>

LijgLijg « o« Ty

| =T

ou mostrar que
(.xil.’liiz .. --Tis)Q < Hx||2(sfr).
[|[>

PSR 2 2
FEsta condigio é evidente porque, para cada i, x; < ||x||*.

O teorema sobre o limite de uma composicio ¢ também muito ttil. E
necessdrio reconhecer uma composi¢ao. Seguem-se dois exemplos de tal
situagao, que apresentamos de forma formal. Contudo, na préatica, o cdlculo
decorre de forma natural e quase automadtica, sem que tal reconhecimento
seja formalmente feito.
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Exemplo 25 Calcular o limite em (0,0,0) da fungdo f : R® — R definida

por
Flany,2) = sin(x? + y? + 22)
Y2 =T +y?+ 22

A funcao f é a composta de duas fungoes

f=goh, h:R} >R, ¢g:R—R,

sin x
hMz,y,z) = 2> +y> + 2%, g(z) = :

Como (@y@%ig}opyo) h(z,y,z) =0 e ili% g(x) =1, tem-se

lim z,y,z) = 1.
(x,y,z)H(O,O,O)f( 4 )

Exemplo 26 Calculemos o limite em (0,0) da funcio f : R? — R definida
por

2 _ .2
_ -y

A funcao f escreve-se

f:(.’L'—y).(gOh), h:R2HR7 g:R—R,
T

h = = .
(@y)=z+y g(z)=_——
Como
lim A(x,y)=0,limg(x)=1e lim x—y=0,
(z,y)—(0,0) (@9) z—0 (@) (z,y)—(0,0)
tem-se

lim z,y) = 0.
(I,y)—>(070)f( v)

2.4 Funcoes de R™ em R?

Faldamos até aqui de funcgoes reais de varigvel vectorial. Neste ponto vamos
introduzir funcoes vectoriais de varidvel vectorial, isto é, cujo dominio estd
contido em R™ e o contradominio estd contido em RP. Consideremos, por
exemplo, a fungao

f : R2 — RS

(z,y) — (m +y, 2.y, /2?2 + yz) :

A cada elemento (,y) do dominio em R? corresponde um elemento de R3,
z = (z1,29,23), ou, dito de outro modo, trés valores ordenados em R : a
soma das coordenadas, o produto das coordenadas e a norma de (x,y), isto
6, 21 =x 4y, 20 =1x.y e 23 = /a2 + y2. Assim, a funcio f : R? — R3 pode
ser encarada como tendo trés funcées coordenadas
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fl - RZ SR tal que fl(:nay) =z+ty
fy R2 SR  tal que fo(z,y) =xy
fs + RZ=R talque f3(z,y) = a2 + 42

Mais geralmente, uma fungao f : D C R™ — RP tem p funcoes coordenadas
fi : D CR™ — R e pode escrever-se

f=(f1,fo, f3,---, fp)-

Logo, f pode ser considerada como um sistema de p fungoes reais, cada uma

com m varidveis reais e com dominio D,

1= fi(x) = filzr,...,2m)

Y2 = f2(x) = fo(@1, ..., Tm)
X = (Z1,...,Tm) —

L Yp = [p(X) = folz1,. .o 2m)

Por este facto, as nogoes introduzidas anteriormente para fungoes de R™ em
R podem ser alargadas de forma natural a funcées de R” em RP e o estudo
de uma funcgao vectorial de varidvel vectorial f : D C R"™ — RP estd muito
ligado ao estudo de p funcoes reais de varidvel vectorial f; : D C R™ —
R,1 <7 < p. Vejamos a nogao de limite.

Seja D um aberto de R™ e a um ponto aderente a D. Sejaf : D C R™ —
R? uma fungdo de dominio D e b € RP.

Definicao 27 (segundo Heine) O limite de f(x) quando x tende para a é b
se, para toda a sucessdo (a,) (a, # a) que tende para a, a sucessao imagem
f(ay) tende para b,

lim f(x)=b < [V(a,) CR™a,#a: (a,) —a = (f(a,)) — b].

X—a
Definicao 28 (segundo Cauchy) O limite de f£(x) quando x tende para a é
b se for satisfeita a condigao §,¢:

V9>03e>0¥xeD CR™ x#a,d(x,a) < e = d(f(x),b) <.

Tal como em R, as duas definicGes anteriores sao equivalentes. Neste
caso, apenas ha que ter em conta que, sendo o espaco de chegada RP, a
distancia nao é o médulo mas sim a norma em RP.
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Nota 29 Utilizando a defini¢dao de Heine, por exemplo, é facil concluir que,
tal como no caso dos limites de sucessées, o limite de uma funcao f : D C
R™ = RP, f = (f1, fo,..., fp), calcula-se coordenada a coordenada,

lim f = (lim f1, lim fo,..., lim f).
X—a X—a X—a X—a

Temos pois que o limite de f(x) quando x tende paraa é b = (b1, ba,...,bp)

se e so se

lim f1(x) = b1, lim fa(x) =b2, ..., lm f,(x) = bp.

X—a X—a

Da defini¢ao 9, e, deduz-se de imediato que

lim f(x) = b se e sé se lim [|f(x) —b| = 0.

X—a

2.5 Continuidade

Definigao 30 Uma fungao f : D C R™ — RP é continua em a € D se
lim f(x) = f(a).
X—a

A aplicagao £ é continua num subconjunto A de R™ se for continua em

todos os pontos de A.
Proposicao 31
1. Uma soma f + g de funcdes continuas em a é continua em a.

2. Se f:R"™ — R é continua em a e se f(a) # 0, entdo 1/f é continua

em a.

3. Sef :R™ — RP é continua em a e g : RP — R? é continua em

b =f(a), entdo a fun¢ao composta gof é continua em a.

4. Toda a func¢do polinomial de R™ em R é continua.

Teorema 32 (Weierstraf$) Se f for uma fung¢ao real continua, definida num
subconjunto fechado e limitado A de R™, entdo f tem mdximo e minimo em

A.

Recorde-se que uma fungdo é limitada num subconjunto A se existem
constantes m e M tais que, para todo o x de A, se tem

m < f(x) < M.
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Dem Suponhamos que f nao é limitada superiormente. Entao, existe uma
sucessao de pontos x, em A com f(x,) > n. Como a sucessdo x, estd
contida num subconjunto fechado e limitado, admite uma subsucessao y,
que converge para um ponto y de A. Como y, = X4,) com g(n) > n,
tem-se que f(yn) > n e lim f(y,) = +00, sendo y,, — y, o que é impossivel
pois f é uma funcao real continua e, portanto lim f(y,) = f(y).

Podemos, entao, supor que f é limitada superiormente. Chamemos M
ao supremo do conjunto dos f(x), x € A. Pretendemos mostrar que existe
um ponto yo para o qual M = f(yp). Pela definicao de supremo, para
todo o n > 1, existe um ponto x, em A tal que f(x,) > M — % A
sucessao X, admite uma subsucessao y, que converge para um ponto yo de
A. Como M — % < f(yn) < M, a sucessdo f(y,) tende para M. Agora,
pela continuidade de f, temos

f(yo) =1lim f(yn) = M.

Procede-se da mesma forma para mostrar que f é minorada e que o
limite inferior é atingido. O



Capitulo 3

Calculo Diferencial

O célculo diferencial constitui uma ferramenta muitissimo potente no es-
tudo de uma classe muito alargada de fungoes, nomeadamente no que diz
respeito ao seu comportamento e a existéncia de extremos, aspecto decisivo
em questoes de optimizagao. Como tal é de grande utilidade no estudo de
modelos em todos os dominios, nomeadamente nos modelos econémicos.
Neste capitulo apresentamos conceitos e propriedades relativos a dife-
renciabilidade de funcoes definidas em abertos de R™ e com valores em R,
dando énfase especial as funcdes de R? para R. Estabelecem-se de modo
adequado resultados andlogos para o caso de funcées de R™ para RP uma
vez que sabemos que estas nao sao mais do que sistemas de p fungoes de R™

para R.

3.1 Derivadas parciais e derivadas direccionais

3.1.1 Derivadas de primeira ordem

Seja D C R™ um aberto, a = (ai,...,a;) um ponto de D e i um indice,
1 < i < m. Dada uma fungao f : D C R™ — R, podemos considerar a
funcao de uma varidvel que se obtém fixando todas as componentes de a

excepto a de indice 1, isto é,
r— flar,...,0;-1,%,ai41,.. Gm)

definida num intervalo |a; — ¢, a;+¢[. E podemos considerar a derivada desta

fungao, caso exista.

Definicao 33 Seja f : D C R™ — R uma aplicagdo, D aberto e a € D.

A i-éstma derivada parcial de f em a, que se representa por (a) ou

f)azi

27
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f,;jl- (a), é, caso exista,

, _of o flar, . ai -t am) = flan, . am)
f:z‘i (a) - 6377, (a) - %E% t )
1sto €,
of . .. fla+te)— f(a)
8$$(a)7%£r(1) t ’

onde e; = (0,0,...,1,...,0) é o vector da base candnica de R™ cuja i-ésima
componente vale 1.

Quando m = 2, estas expressoes assumem a sequinte forma:

fla1 +t,a2) — f(a1,a2)

Filen,a2) = G on, ) = finy ; ,
of . flar,a2 +1t) — f(a,a2)

! = - =
fy(al7a2) = Dy (a1, a2) }/E% " )

Nota 34 Calcular a i-ésima derivada parcial equivale, portanto, a consid-
erar as varidveis diferentes de x; como constantes e a derivar a fun¢do como

uma fungdo de uma unica varidvel real x;.

Exemplo 35 Dada a funcao

2 .2
2;—4_%, sex? +y? £0
f(z,y) = Y
0, sex =1y =0,
tem-se
oz’ t—0 t

2 (04+¢)2—02
O+ 8) oo — 0

= lim
t—0 t
212

= lim —2 = lim¢ = 0,
t—0 ¢ t—0
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83/ t—0
02—(0+t)?
-} 0202+EO+1&§2 -0
o t—0 t

= lim9 =1im0 =0,
t—0 t t—0

isto é, existem as derivadas parciais da fungao f no ponto (0,0).

Definigao 36 Seja f: D C R"™ — R uma aplicagao definida num aberto D
eae€D. Sev é um vector de norma 1 de R™, a derivada direccional de

f mo ponto a e na direc¢ao v, Oy f(a) é, caso exista, o limite

flat+tv) - f(a)

o) = i
vf(a) lim "
B hmf(al+tvl,...,a¢+tv¢,...,am+tvm)—f(al,...,am)
50 t ’
ondea= (ai,...,am) ev=(V1,...,0m).

Quando m = 2, podemos dar-lhe a interpretacao geométrica seguinte.
Cortemos o grafico de f pelo plano vertical m que contém a recta r, passa
pelo ponto a e tem como vector director v.

Obtemos assim uma fungdo de uma varidvel real definida pela equagao
glt) = fla+tv).

O nimero ¢'(0) = 0y f(a) é, portanto, o declive da curva seccao do grafico
pelo plano 7 no ponto (a, f(a)) e na direcgao v.

Notas e exemplos:
1. A i-ésima derivada parcial ndo é mais que a derivada direccional na
direcgao do i-ésimo vector da base e;.

2. Calcular a i-ésima derivada parcial equivale, portanto, a considerar as
varidveis diferentes de x; como constantes e a derivar a funcdo como uma

funcdo de uma tnica varidvel real x;.

3. A existéncia de derivadas parciais num ponto nao implica a continuidade
de f nesse ponto, nem a existéncia de outras derivadas direccionais. Basta
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considerar a funcao f : R? — R definida por

1, sezy=0

flz,y) =
0, sexzy # 0.

E evidente que f(0,0) = 1 e que as derivadas parciais sao nulas em (0,0)
porque a funcao é constante nos eixos. No entanto, a fungao nao é continua
em (0,0), porque o limite da fungao segundo a recta y = z quando = tende
para 0 é 0 e ndo 1. As derivadas direccionais, & excepcao das derivadas

parciais, nao existem.

4. Pode acontecer que todas as derivadas direccionais existam num ponto
e que, apesar disso, a fun¢ao nao seja continua nesse ponto. Consideremos,

por exemplo, a fungao
x>
m, se (z,y) # (0,0)

f(z,y) =

0, caso contrario.

Esta fungao nao é continua na origem (considere-se a curva x = y2), mas

todas as derivadas direccionais existem neste ponto:

2
Ow.a1 £(0,0) = lim = lim <
(ﬂ)f( ) 0 sea=0.

t3a/32 ,32
f(ta,tB3) — £(0,0) @420 ) & sea#0
t—0 t t—0 t

3.1.2 Derivadas parciais e um modelo econémico

Consideremos, tal como no capitulo anterior, o modelo de producao P(K, L)

de um certo produto onde, para um input de capital K e de trabalho L, sdo
obtidas P unidades desse produto. Entao Y Pj; & a taxa de variagao de

produgao (output) P relativamente a K quando L se mantém constante. E

0P
designado por produto marginal do capital. Analogamente, 3L = P
¢ a taxa de variagdo de producao (output) P relativamente a L quando K
se mantém constante. Designa-se por produto marginal do trabalho.

3.2 Funcoes diferenciaveis

Seja f : D C R™ — R definida em D aberto e a € D. Como D é aberto,
existe uma B.(a) contida em D. Tomando um h tal que ||h|| < €, tem-se
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evidentemente a+h € B:(a). A fungao f(x) diz-se diferencidvel em x = a
se e sO se existe uma aplicagao linear D; : R™ — R tal que, para todos os h
com ||h| <e,

f(a+h) - f(a) = Dy(h) +=(h) - |b]

li h) =0.
emquehli%e( )=0

Notas e comentérios:

1. Note-se que uma funcao diferencidvel num ponto deve sempre ser definida

numa vizinhanca desse ponto.

2. Existem formulacGes equivalentes da definicdo. Pondo x = a+ h, obtém-

se, por exemplo:

(Def’). A aplicagao f é diferencidvel em a se existe uma aplicagao linear
D :R™ — R tal que

f(x) = f(a) = Di(x —a) +e(x — a)|[x — a
onde lim ¢(x —a) = 0.
X—a
3. Ou ainda: a aplicagao f é diferencidvel no ponto a se existe uma aplicagao
linear D1 : R™ — R tal que

o J@+h) — f(@) = Dih)
w0 In]

=0.

Teorema 37 Se f for diferencidvel em a, com uma aplicag¢io linear asso-
ciada L, entdo todas as derivadas direccionais em a existem e:

L(u) = 0uf(a).

Dem. Seja u um vector de norma 1; entao, por defini¢ao,

flat )~ fl@) . L) + ()]
t t—0 t

Ouf(a) = zltgr(l)
Como L é linear, L(tu) = tL(u), de onde resulta

lim L(ta) + [tle(tu) lim tL(u) + |t|e(tu)
t—0 t t—0 t

= lim L(u) + %ir% [tle(tu)

lim = L(u).O

Do teorema anterior deduz-se que dado x = a, a aplicagao linear D;
introduzida na definicao de fungao diferencidvel em a é tnica. Tem-se entao
a definicao
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Definicao 38 A aplicagdo linear D1 acima introduzida designa-se por di-
ferencial de f em a (ou diferencial de primeira ordem de f em a) e
representa-se por Df(a) ou (df)(a). Tem a expressao

of

2
6:1:2

(a)+...+ hmﬁ(a).

DF@) (bt hgs s hon) = 12 (@) + 1 »

81‘1

Nota 39 Quando m = 2, é frequente escrever-se (a,b) em vez de (a1, az)
e (h,k) em vez de (h1,h2). Assim, tendo em conta o que foi dito acima,
f(x,y) é diferencidvel em (a,b) se

fla+h,b+k)— f(a,b) = %(a, b)h + g—g(a, bk + e(h, k). |[(h, k)|,

em que
lim e(h,k) =0,
(h,k)—(0,0)
ou, 0 que é equivalente,
of

fla+h,b+k)— f(a,b) — g—i(a, b)h + 8_y(a’ b)k

lim =0.

(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Exemplo 40 Retomemos a func¢ao
a2 — 2

2 2
m, sex”+y %O

fla,y) =

0, sex=1y=0,
constderada num exemplo anterior. Tendo em conta a ultima nota, averigue-
mos se f(x,y) é diferencidvel no ponto (0,0). Ora, ji sabemos de cdlculos

anteriormente feitos, que = (0,0) =0 e =—(0,0) = 0. Logo,

Ox Ay
le(h, k)| = f(0+h,0+k) — f(0,0) — 5£(0,0)h — 5L (0,0)k
| VETR
2_1.2
Wi

_ | f(h, k) — £(0,0) —O.h—O.k' B
VhZ+ K2 -

Vit R

B h%(h? — k?) - ' (% + k?)(h? — k?)
(h2 4+ E2)Vh2 + k2| — [ (2 + k2)Vh2 + k2
h? — k2

2 2
AR e

" VR + k2

IN

VhE + k2
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donde

le(h, k)| < V/h2 + k2.

Assim, passando ao limite,

0< lim |e(h,k)|< lim h2+Ek2=

(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)
tant li h,k)] =0 ] li h,k) =0 -
e portanto, (h7k)1ir%0’0) le(h, k)| , ou seja (h7k)1ir%0’0)e( k) , 0 que per
mite concluir que a func¢ao f é diferencidvel em (0,0).

3.2.1 Gradiente e matriz jacobiana

Vimos que o diferencial Df(a) ¢ uma aplicacdo linear de R™ em R. Para
h = (hy,h2,...,hy), tem-se

Zh awl

hy
of ..\ 9f of ho
[8961 Oy a) - 8xm( )} |
b,

que nao é mais do que o produto interno do vector de R™ chamado gradi-
ente de f em a, e representado por V f(a),

VH@) = (G @) ) )

h=(hi,ha,... ).

pelo vector

Assim, como notacio,

Df(a)(h) = (Vf(a),h) = Vf(a).h = hVf(a),

onde as trés ultimas expressoes tém como significado o produto interno do
gradiente de f pelo vector h e serdao usadas indiferentemente.

Nota 41 Vimos que, se f for uma funcao diferencidvel em a, entdo
(i) existem todas as derivadas direccionais em a, Oy f(a), Vv € R™,

(ii) a aplica¢ao linear Dy associada é o diferencial de primeira ordem, isto
é,

Di(h) = Df(a)(h) = Vf(a).h,
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(i1i) Oy f(a) = Di(v).
Estas condigoes fornecem-nos um modo alternativo de calcular Oy f(a) (ape-

nas para fungoes diferencidveis)

v f(a) = v.Vf(a).

Notagao 42 O wvector gradiente poderd também ser representado por

gradf (a)

ou ainda, quando se pretender reforcar a semelhanca com alguma propriedade

das fungoes reais de uma sé varidvel real, por f'(a), isto é,

Vf(a) = grad f(a) = f'(a).

Consideremos agora uma funcao f de R para RP. O que foi dito para
fungoes de R™ em R ¢é vélido para funcoes de R™ em R? e pode ser estabele-
cido de forma adequada, usando o facto de estas serem sistemas de p fungoes

de R™ em R. Vejamos o que se passa neste caso com o diferencial. De-

signemos por fi, fa2,..., fp as componentes de f. Para h = (h1, ha,..., hy),
tem-se
RS -
th - (@)
=1
- Zh af2
of awz
Di@)(h) = Y hip—(a) =
i=1 t
8fp
;h ox; (2)
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h1
T of1 0f1 df1 7
0fa Jfa 0f2 ho
df, af, af,
I 8—;;(21) 8—;;(;1) ﬁ(a) ] ,

A matriz das derivadas parciais chama-se Matriz Jacobiana de f no

ponto a e representa-se por Jg(a),

(D) D @]
Of2 Of2 Of2
-—(@) =@ ... 57—(a)
Jr(a) ox1 0xo O0xTm
ofp Ofp Ofp
I ﬁ—azl(a) a—:@(a) %(a) |
Assim,
Df(a)(h) = J¢(a).h (3.1)

Quando p = 1, a matriz Jacobiana reduz-se a uma tnica linha constituida

pelas coordenadas do gradiente de f em a, que vimos em cima,

9 ay I 9f

axl(a) a3:2(51) 8xm(a)

Notagao 43 Mais uma vez, quando se pretender enfatizar a semelhanca
entre certas propriedades da matriz jacobiana Jg(a) e as correspondentes
propriedades da derivada de uma funcao real de varidvel real, poder-se-d

escrever f'(a) em vez de Jg(a). Ter-se-d entao a partir de (3.1)

Df(a)(h) = Jg(a).h = £'(a)(h). (3.2)
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f y = f(z)

Figura 3.1:

3.3 Interpretacoes geométricas

3.3.1 Funcoes de R em R

Neste caso, a =a e h =h e o diferencial é a aplicacao linear

Df(a)(h) = f'(a).h.

O seu valor no ponto h ¢é a diferenga de altura entre ¢ (a) e t(a + h), onde
y = t(x) designa a recta tangente a curva y = f(z) no ponto de coordenadas
(a, f(a)) (ver figura 3.1).

3.3.2 Funcoes de R?> em R

Consideremos o grifico da fungao f,

Graf(f) = {(x,y,z) eER?: 2z = f(z,y), (z,y) € Df} )
Se f é diferencidvel no ponto (a,b), a equagao

z= f(a,b) + (z — a)%(a, b) + (y — b)%(a, b)

¢ a equacao de um plano que passa pelo ponto (a,b, f(a,b)). Como esse
plano, z = ax + Sy + 7, € o unico plano que passa pelo ponto (a,b, f(a,b))
e que verifica a condi¢ao

i J@y) — flaz + By +7)
(2,y)—(a,b) [(z,y) — (a,b)||

=0,
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Figura 3.2: Plano tangente & superficie no ponto assinalado.

QA<

Figura 3.3: Vector tangente & curva no ponto indicado.

trata-se do plano que se “cola” melhor a superficie Gra f(f) no ponto (a, b, f(a,b)).
Chamamos-lhe o plano tangente a superficie no ponto (a, b, f(a,b)) (figura
3.2).

3.3.3 Funcoes de R em R”

Uma funcao f de R em RP representa-se pela sua imagem, que é uma curva
em RP. O vector tangente a curva f(t) = (fi(t), f2(¢),..., fp(t)), no ponto
t = to, & o vector f'(to) = (fi(to), f5(to),-- -, fp(to)) (figura 3.3).

O vector tangente a f(t) em ¢t = tg ¢ um vector director da recta tangente
a curva no ponto f(tg).
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3.3.4 Funcoes de R em RP, m > 2, p > 2

Convém visualisar simultaneamente o espaco de partida R™ e o espago de
chegada RP. Se fixarmos um ponto a de R™, podemos associar & aplicagao f
uma aplicagao linear Df(a) entre os mesmos espagos. Essa aplicagao linear
Df(a) é a “melhor aproximacao" de primeira ordem de f na vizinhanca do

ponto a,
f(a+h) ~ f(a) + Df(a)(h).

3.4 Derivacao da fungcao composta

Como é sabido, o teorema de derivagao da fungao composta, em dimensao

1, garante que, sob condi¢oes adequadas,

(fo9)(z) = f(9(x))-g'(x).

Apresentamos em seguida a generalizacao deste resultado para o caso de
fungoes reais de varidvel vectorial. Usaremos a identificagdo que menciond-
mos anteriormente em 7?7. Trata-se de um teorema de grande utilidade quer
tedrica quer préatica. Para além dos exemplos calculatérios apresentados
nesta secgdo, veremos que serd aplicado ainda neste capitulo na demon-
stracdo do Teorema de Euler para fungoes homogéneas e no Teorema de

Lagrange.

Teorema 44 Sejam m,n,p € N e consideremos um subconjunto D de R™ e
um subconjunto £ de RP. Consideremos também uma funcdo g : D C R™ —
RP tal que g(D) C € e uma fungao £ : E C RP — R™. Se g for diferencidvel
num ponto a € R™ e f for diferencidvel no ponto b = g(a), b € RP, entdo
f og é diferencidvel em a e é satisfeita a igualdade

(fog)(a) =1f'(g(a)).g'(a).

Dem Apresentaremos apenas um esbog¢o da demonstracdo. Sem perda de
generalidade, admitiremos que nas expressoes seguintes os argumentos das
fungoes pertencem aos dominios respectivos. Sendo g diferencidvel no ponto
a’

g(a+h) =g(a) +g'(a)(h) +rg(h)

e Te(h)
em que rg(h) satisfaz lim -2
& n—0 |||

em b = g(a) tem-se

= 0. Analogamente, como f & diferencigvel

f(b + k) = f(b) + f'(b)(k) + r¢(k),
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= 0. Fazendo b =g(a) e k = g(a+h) —

) . re(k)
em que r¢(k) satisfaz lim
k=0 |k

g(a), obtém-se a expressao
(fog)(a+h) = (fog)(a)+f'(g(a))(ga+h)—g(a)) +re(g(a+h) —ga))
e, uma vez que g(a+h) — g(a) = g'(a)(h) + rg(h), tem-se

(fog)la+h) = (fog)(a)+f'(g(a))g'(a)(h)+f'(g(a))rg(h)

+re(g(a+h) —g(a)).
Prova-se (de forma fécil mas ndo imediata) que

- f'(g(a))rg(h) ~ 0 o Iim re(g(a+h) —g(a)) _
S TN 0 e i [ o

o que conclui a demonstracao. O

Usando as matrizes jacobianas respectivas, a regra de derivagao da funcgao
composta pode ser escrita em termos matriciais do seguinte modo: Seja
h = fog e sejam Je(b), Jg(a) e Ju(a) as matrizes jacobianas de f, g e h,
respectivamente, nos pontos indicados, isto é,

D) Bwy S
o ) Ly SR
| em) e %(b)_
) B )]
. ) @) . 2
_g—i’i(a) g—zz(a) gxii(a)_
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8(2;@1 () 8(222@1 () 8(2;5)1 (a)
I(fog) I(fog) J(fog)
o 2 (a) o 2 (a) Y 2 (a)

Jrog(a) =

Entao,
Jrog(a) = Je(g(a)) x Jg(a),

ou seja, a matriz jacobiana de f o g no ponto a é o produto da matriz
jacobiana de f em b = g(a) pela matriz jacobiana de g em a. Assim,
cada entrada da matriz jacobiana correspondente & composicao, isto é, cada
elemento da matriz Jeog(a), comi=1,...,nej=1,...,m, é dado por

ofog)i, . 0Ofi 991 Ofi 1,092 Afi .\ O9p
ox;j (a) = oy (b)axj a)+ Oy b) ox; (@)+...+ dyp (b)axj a),

ou, com abuso de notagdo, mas de forma expressiva,

0z; 0z % 0z; % 0z; %
ox;j = 8y1( )8:1:j & Oy b ox;j (@)+...+ 8yp(b)8xj (),
Ifog)i, \ Ofi g L Oz, 0%
em que oz, (a), i (b)e oz, (a) foram substituidas por oz, (a), o (b)

0 . < . s
e a—yk(a), respectivamente. O abuso de notacao consiste em utilizar z; com
»

dois sentidos diferentes: no primeiro membro z; diz respeito & componente ¢
da funcao fog, enquanto que no segundo membro diz respeito & componente
i da func@o f(y). Omitindo os pontos a e b, desde que nao haja perigo de
confusdo, tem-se a expressao sugestiva, também designada por regra da

cadeia,
Oz; 0z % 0z; % 0z; %
Ox;  Oy1 0z Oy 0x; Oy, 0z
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Suponhamos, por exemplo, que

g : R — R? e f R2 — R
= (y1,02) (W1,42) — 2
Entao,
fog : R—=R
T — 2z
e

dz 0z Oy1 = 0z Oya
de Oy Ox Oy Ox
. dz e . .
Na expressao —, a utilizagdo do simbolo d em vez de 9 diz respeito ao facto
da composicao ser apenas funcéo de uma sé varidvel, pelo que, neste caso,

a derivada ser total e nao apenas parcial.

Suponhamos agora que

g R2 — R* e f R4 — R3
(r1,22) —  (Y1,%2,¥3,94) (Y1,92,Y3,91) — (21,22,23)'
Entao,
fog : R2 — R3
(x1,22) — (21,22,23)
e

0z1 Oz 8y1 021 8y2 021 8y3 021 8y4
81‘1 8y1 axl 8y2 81‘1 8y3 83:1 8y4 81‘1

82’1 821 8y1 8,21 8y2 821 8y3 8,21 8y4
0o ay1 Oy ay2 0o ay3 Oy 8y4 Oy

0z9 23

Obter-se-iam expressoes andlogas para ——, bem como para P sub-
x
J

oz’

stituindo nas expressoes acima zj por 29, ou z3, respectivamente.

Exemplo 45 Seja z = x?siny em que x = vcosu e y = vu. Deter-
0z 0z

minemos — e — num ponto genérico (a,b). Usando a derivada da fung¢do

ou Ov

composta,

0z 0z ox 0z oy
Solab) = 5 a(a. b b)) + 5 la(a ) ylab)5Hab)

= 2xsin y|(z(a,b),y(a,b)) . (—U sin u)|(a7b) + :1:2 COS y‘(z(a,b),y(a,b)) . U‘(a,b)
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e como z(a,b) = acosb e y(a,b) = ab,

% a,b) = 2acosbsin(ab)(—bsina) + a? cos? bcos(ab)b
0
U

= —2ab cos bsin asin(ab) + a?bcos? bcos(ab).

Em particular, se (a,b) = (1,7), tem-se

0z . . 2
—(1,7) = —2m coswsin 1sinm + 7 cos” wcos ™ = —7.

ou

3.5 Teoremas da Diferenciabilidade

Comecemos por apresentar o teorema dos acréscimos finitos ou do valor
médio de Lagrange. Como se pode observar, a formulagao apresentada cons-
titui uma generalizagdo para dimensao superior, do correspondente em di-
mensao 1. No que se segue, sendo a,b,c € R™, dizemos que ¢ €|a,b] se
c1 €lar, bi, ... em €lam, b

Teorema 46 (Teorema do valor médio de Lagrange) Seja f : D C R™ — R
uma funcao continua e com derivadas parciais continuas em D, onde D é
um conjunto aberto. Sejam a e b pontos de D tais que o segmento de recta
[a,b] estd contido em D. Entdo existe um ponto c €|a, b| tal que

f(b) = f(a) = f'(c).(b — a),

(sendo o seqgundo membro igual ao produto interno do vector gradiente de f
em ¢ pelo vector b — a).

Dem Consideremos a funcao real de varidvel real definida no intervalo [0, 1]

por
o(t) = fla+t(b—a)).

Esta fungao satisfaz as hipdteses do teorema do valor médio de Lagrange em
dimensao 1. Logo, existe £ €]0, 1] tal que

p(1) = (0) = ¢'(€)

e como ¢'(t) = (b —a)f'(a+t(b—a)),
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Fazendo ¢ = a+ £(b — a), sai que

com c €]a, b[, o que termina a demonstragao. O

No inicio deste capitulo vimos que podem existir todas as derivadas
direccionais de uma funcdo f num ponto a e que, apesar disso, f pode
nao ser continua em a. Assim, como as derivadas parciais sdo um caso
particular das direccionais, podemos também concluir que a existéncia de
derivadas parciais de uma funcao f num ponto a nao implica a continuidade
de f em a. Contudo, a diferenciabilidade de f implica a continuidade de
f. Mas se existirem as derivadas parciais de f numa vizinhanca de a e
se elas forem continuas em a, podemos concluir que a aplicagao f é entao
diferencidvel em a e, portanto, continua em a. Nos dois teoremas seguintes,
sao demonstradas estas afirmacoes.

Teorema 47 Se f ¢é diferencidvel em a entao f é continua em a.

Dem Tem-se
f(x) = f(a) + Di(x — a) + e(x —a)[[x —al.

Como D; é linear, D; ¢ continua e portanto lim Dj(x —a) = D;(0) =
0. Como lime(x —a) = 0, sai que lim f(x) = f(a) e o resultado fica
demonstrado. O

Teorema 48 Seja f uma fungdo de R™ em R. Se as derivadas parciais
existem numa vizinhancga de a e sao continuas em a, entdo f é diferencidvel

em a.
Dem Precisamos de mostrar que, para h = (hy, ha, ..., hy), se tem
m Of
fla+h) = f(a) - Sy 5 (a)h

lim
h—0 ||kl
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Decomponhamos f(a+h) — f(a) do seguinte modo

fla+h)—f(a) = flar+hi,a2+ho,. .. am+ hn)

—flay,a9,...,am)
= f(a1+h1,a2+h2,...,am+hm)

—f(a1 4+ hi,a2 +ha, ... a1+ hm_1, am)
+f(a1 4+ hi,a2 +ha, ..., am—1+ hm—1, am)
—f(a1 4+ hi,...,0m—2+ hm—2, Qm—1, am)
+ ...
+f(a1+ hi,a9,...,am)

—flai,az,...,am).

Fagamos

gi(t) = f(a1—i—hl,...,ai_l+hi_1,ai+t,ai+1,...,am)

—flar+h1,...,0;-1 +hi1,0,a41, ..., Q).

e reescrevamos a expressao de cima na forma
m

fla+h) = fa)=> gi(hi).
=1

Para demonstrar o resultado, basta mostrar que, para cada ¢,

gi(hi) — hi (a)|
lim

=0.
h—0 |[hl|

Fixemos um § > 0. Como a derivada parcial existe numa vizinhanca

8%1'

(z) existe para z € B,(a). Como

de a, podemos escolher r > 0 tal que

81}1‘

¢ continua em a, existe um € (¢ < r) tal que, se ||z — al| < ¢, entao

g

0 0
83‘2 (z) — 8a{i (a)| < 4.

Por hipdtese, a fungao de varidvel ¢,

flar + hi,a2 + ha, ... ai—1 + hi—1, a0 +t, aig1, ..., Gm)

¢ derivavel para \/t2 +h?+...4+h? | <e. Quando ||h|| < ¢, o teorema dos
acréscimos finitos d4
of

gi(hi) = h; - %(m +hi,.. a1+ hi—1,ai + 0hg, aiq1, .. am),
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para um 6, 0 < 0 < 1.

De onde resulta,

gi(hi) — hik(a)

[
_ |2 (ar + ha, .o aioa + hica, a4 Ohiyaige, . am) — 2L (a)]
- (a
[l
|7
< 6 <o,
]|
como se pretendia demonstrar. O

Podemos resumir a lista de implicacoes precedentes no diagrama seguinte.

As derivadas parciais de f existem em Bc(a)
e sao continuas em a

f é diferencidvel em a

As derivadas direccionais
existem em a f € continua em a

em todas as direcgoes

3.6 Diferenciais de ordem superior

3.6.1 Derivadas parciais de ordem superior

Como vimos anteriormente, dada uma funcéo f : D C R™ — R, D aberto,

a derivada parcial é novamente uma funcao de R™ em R, cujo dominio

1
estard obviamente contido em D. E pois legitimo pensar se existirao as suas

derivadas parciais, ou seja, as derivadas de segunda ordem. Como notagao,
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utilizaremos as seguintes expressoes

0? o (0
P = 5@ = 5 (52 ) @

1

S PL 0 (0f
Py (@) = =) = 5 (52 ) @

Se existirem derivadas parciais de segunda ordem de f, podemos pensar em
voltar a derivar, obtendo, caso existam, derivadas de terceira ordem de f. E
assim sucessivamente. Vejamos para o caso de uma funcao definida em R?
0 esquema seguinte, em que admitimos a existéncia de todas as derivadas
parciais pelo menos até & ordem 3:

m _ 8%f
3 T Ox3
n _ 9°f
x2 T Ox2
m _ _O3Ff
2y T Oyox?
fo=%
T Ox
m o O3f
ryr — Ozdydx
n _ O*f
Ty — Oydx
f/// _ _0f
zy? — Oy20zx
/
///2 _ O3f
z2 T 0220
yo 52 Y Y
yx ozxdy
m _ _O%f
yxy — Oydzdy
fo=%
Yy Oy
f ”2/ = 83f2
x ~ Ox0
T y Y
UNCTT

m _ 93f
y? T oy’

Apresentamos em seguida um resultado muito importante e de grande
utilidade nas aplicacoes do cdlculo diferencial.

Teorema 49 (Teorema de Schwarz) Seja f uma fungao definida num aberto
D de R? e com valores em R. Se f tiver derivadas parciais em D até & ordem
2 e estas forem continuas, isto é, se f for de classe C%(D), entio

0% f B 0% f
0x10xs  Orodry
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Dem Tomemos um ponto arbitrério (a,b) € D. Como D é aberto, podemos
considerar uma bola aberta centrada em (a, b), Bc(a,b), contida em D. Para
(h,k) tal que (a+ h,b+ k) € Be(a,b), definamos a fungao seguinte,

Y(h,k) = fla+h,b+k)— f(a+ h,b) — f(a,b+ k) + f(a,b).
Entao,
P(h, k) = (1) — ¢(0)
onde ¢ é dada por
o(t) = fla+th,b+ k) — f(a+th,b).

Aplicando o teorema do valor médio de Lagrange,

Y(h k) =¢(1) —¢(0)

= ¢'(¢)
0 0
= ha—i(a+§h,b+k) — h8_£<a+§h’b)
| 22
= bk | 5o (@t Eh b pk) |

com &, p €]0, 1[. Por outro lado,
$(h, k) = w(1) — w(0)
onde w é dada por
w(t) = fla+ h,b+tk) — f(a, b+ tk).
Calculos andlogos aos anteriores permitem concluir que

P(h, k) =w(l) —w(0)

0% f

=k Oyox

(a+Ehb+ k)|,

com &' i’ €]0,1[. Logo
0% f 0 f
0xdy 0yox
Portanto, passando ao limite quando (h, k) — (0,0), conclui-se que,
0 f 0 f
(a7 b) = (
0xdy Oyox

(a+E&h,b+ pk) = (a+&h,b+ k).

a,b).0]
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Nota 50 O teorema anterior permite a generalizagdo correspondente para
uma funcdo de classe Ck(D) em R™, isto é, quaisquer que sejam as derivadas
parciais de ordem igual ou inferior a k, é indiferente a ordem das varidveis
relativamente as quais é feita a derivacdo. Como exemplo, suponhamos que
temos uma funcio de classe C*(R3). Entdo teremos, por exemplo,

O3f O3f Pf O3f

0x0ydz 02020y  020xdy  0z0ydx

OLf oL f OLf OLf

0x0y20z  0x0y0z0y - OyOxdy0z - 020y0z0y T

3.6.2 Funcoes de Classe C*

Definigao 51 Uma funcdo f definida num aberto D de R™ e com valores
em R ¢ de classe C*(D), k € N, isto ¢ f € CF(D), se tiver todas as
derivadas parciais em D até a ordem k e estas forem continuas.

Em particular, f é de classe C*(D), ou seja f € C®(D) se tiver todas
as derivadas parciais em D de qualquer ordem e estas forem continuas.

Definimos na secgao anterior diferencial de f em a, Df(a). Com efeito,
trata-se do diferencial de primeira ordem de f em a. E uma funcao Df(a) :
R™ — R dada por

of of of
Df(a)(hi,hoy...,hy) =hi—(@)+ ho—(@)+... + hypy——(a).
f(@)(hi, ha, ... hin) 10931( )+ 28962( )+t m@xm( )

Passemos agora aos diferenciais de ordem superior. Pelos teoremas da
seccao anterior, poderemos constatar que as funcoes das definigoes seguintes
satisfazem o teorema de Schwarz.

Para aliviar a notacao das fungoes e quando por comodidade de escrita
for adequado, escreveremos para uma fungao genérica g(a) = gla) = g @

2

ou até, omitindo o ponto a, apenas g. Por exemplo, sendo g = 722 identi-
1
ficaremos
02f(a)_82f _O0%f
S2@) =273 =235,
8331 aiL‘l (a) al‘l |(a)

e usaremos qualquer destas notacoes de forma indiferente. Por razées peda-
gbgicas, comecaremos por considerar funcdes definidas em R2.

Se f: D C R? — R for de classe C?(D), definimos diferencial de
segunda ordem de f em a como a funcdo D?f(a) : R? x R? — R dada
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por
o f ok 0? 0% f
2 _9J il
D?f(a)(u,v) = 927 (a)uivr + Da0 (a)uivg + 921025 (a)uguy + 923
2
O f
= —89@ O (a)uwj.
ig=1 "I

Terd especial interesse nas aplicagoes do préximo capitulo, o caso em que
u = v. Tem-se nesse caso, com a convencao de escrita D?f(a)(u?) em vez
de D f(a)(u, u),
D2f(a)(w?) = D2f(a)(u,w) = ()il + 2= (s + T )
8 8.1728%1 8 2

2

82

L (ayuiu.
x;j0x;

’.]_

Esta notacao sugere a seguinte representacao formal,

D*f(a)(u®) = [<ulai+ us ai >2f] (a).

Note-se que o expoente 2 nao representa o quadrado. E apenas um modo
simbdlico de condensar a escrita de diferencial de segunda ordem.

Passemos agora a R™. Se f for de classe C%(D), definimos diferencial
de segunda ordem de f em a como sendo a funcao D?f(a) : R™ x R™ —
R dada por

D?f( V).
fla Z 0:1838:18z a)uiv;
i,j=1
De forma angloga, se f for de classe C3(D), definimos diferencial de ter-
ceira ordem de f em a como sendo a fungdo D3f(a) : R™ x R x R™ — R
dada por
D3f(a)(u,v,w) = i L(a)umw
T 00z ;07; B

Generalizando, se f for de classe C*(D), definimos diferencial de ordem
k de f em a como sendo a funcdo D¥f(a) : R™ x R™ x ... x R™ — R dada
por

m k
Dif@hyou = ) R Y.y
iyim,ip=1 83:% ce &riz&vil
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Como jd referimos, terd especial interesse nas aplicagoes do préximo capitulo,
0 caso em que os vectores sao todos iguais. Nesse caso, as expressoes ante-

riores assumem as formas seguintes

D) =3 S a%a% aJuiu;

7.7_

Pr@) = 3 5@
A 0x,0x;0x; J7

m 8kf
Dkf(a)(uk) = Z Or Gy (a)uil Wjg « - - Wiy, -
ivsigip=1 Otk + - - OLi2 0Ty

Tal como anteriormente, podemos escrever estas expressoes de forma

simbélica, em que omitimos o elemento (a),

) B, o \3
3 3\ ~ -
D’f(u’) = (u1_8 —i—uanz +. +um8xm> f

0 0 o \*
k ky _ _
Df(u)—<u18x1+uQaw2+...+umaxm> I

Nota 52 As propriedades operatdrias conhecidas para a derivaciao em di-
mensdo 1 permanecem validas para os diferenciais em espacos de dimensao
superior, com as adaptacoes adequadas. Por exemplo, se f e g forem de
classe C* em D C R™ entdo D*(f+g)(a)(u¥) = D¥f(a)(u¥) + D¥g(a)(u*).

3.6.3 Matriz Hessiana

Tomemos novamente o diferencial de segunda ordem de uma funcao f €
C%(D) em a € D aplicado a (u?) = (u,u) € R” x R™,

2 .
D= f Z 8%8% a)u;u;.

7.]_

A sua expressdo nao é mais do que um polinémio homogéneo de grau 2, isto
é, uma forma quadratica que admite a seguinte formulacdo matricial,
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[ 0%f 0% f 0% f i
8_x%(a) 0r90x1 (2) 0xm0T1
" Pl o | [
0x1012 89:% 0y 0Ts )
uU1p U2 Um,
Um
0% f 0% f ﬁ (a)
| 010z, 0120, 0x2,
A matriz
0% (a) *f a O’ f 1
&U% 0x9011 0xm 011
0% f 0% f 0% f
-5 (a) — J
0r10x9 8%2 0y, 02
0% f 0% f 0% f (a)
| Ox10zm, 0z20T,, 0x2,

chama-se Matriz Hessiana de f no ponto a e representa-se por Hy(a).
Esta matriz determina inteiramente a aplicacio D?f(a). Uma vez que f €
C%(D), é vélido o teorema de Schwarz e portanto as derivadas de segunda
ordem cruzadas sao iguais. Logo a matriz hessiana é simétrica. Assim,
D?f(a)(u?) é uma forma quadrética cuja matriz simétrica associada é a

matriz Hessiana de f em a,
D*f(a)(u?) = u” Hy(a)u.

Em face do exposto, o diferencial de segunda ordem de f em a, D?f(a)(u?),
ou, de forma equivalente, a matriz que lhe estd associada, podem ser clas-
sificados de acordo com as classificagoes atribuidas na teoria das formas
quadraticas ou das matrizes simétricas (definida positiva, definida negativa,
etc). Este facto terd uma aplicagao de grande interesse na classificagao dos

pontos criticos de uma fungdo, como veremos no préximo capitulo.
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3.6.4 Funcoes Homogéneas

Definicao 53 Seja f uma funcao de R™ em R. Diz-se que f é homogénea
de grau o se para qualquer A € R for vdlida a igualdade

FAz1, Axa, .., Azy) = XY f(21, 22, .. ., ).

Exemplo 54

1. A fungio f(x,y,2) = 23y*z é homogénea de grau 6. Com efeito,
fOz, Ay, Az) = (Ax)3(A\y)2 Az = A023922 = N0 f(z, 9, 2).

2. As fungées f(x,y) = sin(z®y?) e f(z,y,2) = 23y*2 + y?z ndo sio ho-
mogéneas.

Nota 55 Uma propriedade importante das fung¢oes homogéneas consiste no
facto de que, se conhecermos o valor da fung¢do num ponto P, entdo conhe-
cemos o valor da funcdo em qualquer outro ponto () da recta r que passa por
P e pela origem. Com efeito, como se sabe por argumentos de geometria
analitica, as coordenadas de Q) sdo proporcionais as de P, facto que acontece
a todos os pontos de r, e s a esses. Assim, se P = (a1,as,...,a,) entdo
Q = (tay,tag, ..., tay), para algum escalar t € R. Suponhamos entao que f
¢ homogénea de grau « e que f(P) = B. Entao,

F(Q) = f(tar,tas, ... tam) = t>fla1,as, ..., am) = t*B.

Por exemplo, se f for homogénea de grau?2 e f(2,5,4) = 10 entao f(6,15,12) =
90. Com efeito,

f(6,15,12) = f(3x2,3x 5,3 x4) = 3% x 10 = 90.

Outra propriedade importante das fungoes homogéneas é a que constitui
o teorema de Euler.

Teorema 56 (Teorema de Fuler) Seja f : R™ — R uma fungdo diferen-

cidvel. Se f é homogénea de grau o em R™, entdo é vdlida a igualdade

sequinte,

xla—gjl(m,m, ... ,xm)+x28—x2(a:1,a:2, e Tm) e .+xm%(x1,x2, T =
=af(zi,z2,...,Tm),

’l.StO é’ pondo X = ($1,$2, oo 737m)7

x-Vf(x) = af(x).
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Dem Se f é homogénea de grau a em R" entao, para qualquer A € R,
fAz1, Az, ..., Azm) = XY f(21, 22, .. ., ).

Derivando em ordem a A e usando o teorema de derivacao da fungdo com-
posta, obtém-se

33188—51()\&,)\362, cey A +x2§—£()\x1,)\x2,...,/\xm) + ...

0
ot xm—f(/\:cl, AL, .oy Ap) = Oz/\a_lf(.’L'l,.’L'g, ey T
OTm
Como esta igualdade é védlida para qualquer A € R, em particular é véalida
para A =1, o que da

r1=—— (21,22, ..., Tm)+ro=——(21,2Z2, ..., Tm)+...+Tp,

ox1 O0xa

%(3’;1,%2,- o 7xm) =
m
=af(xi,z2,...,Tm).0

Nota 57 Consideremos a funcio f(x,y,z) = /26 +y5+ 26 e tomemos
A € R. Entao,

fOa My Az) = /)8 + Ol () = 1/ AS(ab + 46 + 26)

= APVt + 45 + 28 = AP f(z,y, 2).

Neste caso, a funcdo mao é homogénea porque a condi¢cdo de homogenei-
dade apenas € satisfeita para valores de A positivos. Diz-se entao que [ é
positivamente homogénea de grau 3.

Definicao 58 Uma funcio f: R™ — R é positivamente homogénea de
grau o se para qualquer A > 0 for vdlida a igualdade

FAz1, Az, .., Azy) = XY f(21,22, .. ., ).

Nota 59 Tudo o que foi dito sobre homogeneidade para fungées f de R™
em R permanece vdlido se o dominio de f for um subconjunto A de R™ tal
que, se X € A entao \x € A, para A € R\ {0}, no caso de f ser homogénea,
ou A > 0 no caso de f ser positivamente homogénea. Por exemplo, a funcdo

é homogénea de grau —4 em A =R3\ {(z,y,2) € R3: 2 # 0}.
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3.6.5 Funcoes homogéneas e um exemplo econémico

Consideremos o modelo de produgao ja referido anteriormente, mais precisa-
mente o modelo de Cobb-Douglas

P(K,L) = AK°L".
em que A > 0. Ora
PAK,AL) = ANK)® (A\L)? = \*tPAKLP = \*PP(K, L),

o que mostra que a funcao de Cobb-Douglas é homogénea de grau a + (.

Numa fung¢ao de produgao que seja homogénea de grau 1 teremos
PAK,\L) = \P(K,L).

Isto traduz-se economicamente dizendo que P tem um rendimento cons-
tante a escala, isto é, o resultado varia na mesma proporcao da variacao
dos dados. Por exemplo, se o capital e o trabalho duplicarem, a producao
também duplicard. Se o grau de homogeneidade for maior do que 1 diz-
se que P tem um rendimento crescente a escala; analogamente se for
inferior a 1, diz-se que P tem um rendimento decrescente a escala.

3.7 Férmula de Taylor

O leitor que tenha feito um curso de Cédlculo Infinitesimal em R tomou
certamente contacto com a férmula de Taylor em dimensao 1 e com os factos
seguintes:

Muitas fungoes podem, sob certas condicoes, ser aproximadas por poliné-
mios, de tal modo que o erro cometido ao substituir a fun¢ao pelo polinémio
seja “pequeno”;

Por sua vez, quando o erro é pequeno, esses polinémios que aproximam
as fungoes podem ser usados em vez da funcdo original para calculos (por
exemplo, cédlculo de integrais, derivadas, limites) sabendo-se, contudo, que
o valor obtido nao é exacto, mas sim, aproximado.

Estes factos permanecem vélidos para fungoes em R™. Com efeito, a
teoria tem analogias evidentes que poremos em destaque, embora apresente
as modificactes adequadas ao facto de o espaco ter dimensao superior a 1.

Vamos em seguida ver o teorema de Taylor que, para além de nos fazer
olhar para uma funcao por meio de uma aproximacao polinomial, serd muito
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importante no estudo de existéncia de extremos que faremos no capitulo
seguinte.

Simplifiquemos a notacdo escrevendo D* f(a)u® em vez de D* f(a)(u*),

embora sem perdermos o sentido. Entao temos

Teorema 60 (Teorema de Taylor) Seja f : D C R™ — R uma funcao de
classe C*(D), com D aberto e a € D. Seja h € R™ tal que o segmento
[a,a + h] estd contido em D. Entao,

fla+h) = f(a)+ Df(a)h+ 5D?f(a)h? + 3D f(a)h® +
s ﬁpkflf(a)hkfl + r1,(h),
onde

1
TR

e, tal como definimos no capitulo anterior,

r(h) (D* f)(a 4 6h)h*

Dif@w)= Y i

11,82,.-05=1

a)Uj Uiy .- Ui, comj =12 ... k.
81‘ij...83;’i231‘i1( i iy v J

Dem Consideremos a fungao real de varidvel real, definida no intervalo [0, 1]
por

o(t) = f(a+ th).

Aplicando o teorema de Taylor em dimensao 1 a fungao ¢ no intervalo |0, 1]
obtemos

o(1) = 90(0)—Hp/(())+%<P"(O)+%‘PW(O)+' T _1 01

_ 1
PED(0)+ —p®(7),

com 7 €]0, 1[. Ora, pela derivada da fun¢do composta,

O(t) = Z of (a+th)h; = Df(a+ th)(h)

81:,‘
" _ % 82f h)A. ‘_D2 h h2
S0 =S 2T (ot myhin; = Df(a+ m)(w)
ig=1"""""
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e assim sucessivamente, para " (t), ..., 0¥ (t). Logo,

F0) = D))

S0 = D@
A0(0)
e®)(r) =

D=V f(a) (b )
D®) f(a+ th)(h).
e como
e(1) = f(a+h) e ¢(0)= f(a),
substituindo na férmula de Taylor de ¢ acima, obtém-se o resultado pre-

tendido, o que termina a demonstracao. Il
Nota 61 Ao resto dado pela formula anterior, isto é, a

1
re(h) =
chama-se resto de Lagrange. Tem-se

g )
h—0 [|h|[F~!
[l

(D* f)(a 4 6h)h*

)
isto é, rp(h) é um infinitésimo de ordem superior a k — 1.

O teorema anterior mostra que o valor da fungdo f num ponto x perten-
cente & vizinhanca de a, isto é, x = a + h, pode ser aproximado pelo valor
de um polinémio de grau k — 1 do seguinte modo,

fla+h)~ f(a)+ (Df)(a)h+ 5(D*f)(a)h? + (D3 f)(a)h® + ...

ot (D) @
cometendo-se o erro
rp(h) = %(Dkf)(a + 60h)h*
= fla+h)— f(a) = (Df)(a)h - 5(D*f)(a)h® — 5(D*f)(a)h® —
— (D) @

Se conhecessemos o valor exacto do erro, poderiamos adiciond-lo ao valor
aproximado de f e obterfamos o valor exacto de f. Contudo, nao se conhece
o valor exacto do erro, o que provém do facto de a expressao de ri(h)
depender do ponto a 4+ 6h, que nao é conhecido com exactidao. Na prética,

este facto é ultrapassado usando uma majoragao do erro, o que fornece um
intervalo de confianca para o valor de f.
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3.8 Funcao Inversa e Funcao Implicita

Apresentamos nesta seccao dois teoremas de grande relevancia no cédlculo
diferencial: os teorema da fungao inversa e da funcao implicita.

Sabendo que é muito comum que uma fungao nao seja invertivel, é fre-
quentemente suficiente o conhecimento de que ela ¢ invertivel numa vizinhan-
¢a de um ponto do seu dominio. O Teorema da Funcao Inversa, que enun-
ciamos em seguida, ¢ um resultado que trata da possibilidade de inverter
uma fungao, ainda que apenas localmente. O teorema também estabelece
propriedades de diferenciabilidade da inversa local.

Teorema 62 (Teorema da Fungao Inversa) Seja A C R™ wum conjunto
aberto e f: A — R™ uma aplicagdo de classe C*. Sejaa = (ay,...,a,) € A
eb = (b1,....,bn) = f(a) e suponhamos que o jacobiano é nao nulo, |Je(a)| #
0. Entao

i) existem abertos U eV de R™, tais quea €U eb eV ef : U — V é uma
bijecgao;

ii) a funcdo (inversa local de f) =1 : V — U é de classe C! e

Df(x) = (Df(x)) ™",
isto é, £ é um difeomorfismo local de classe C*.

O teorema da funcao implicita permite afirmar que uma relagdo entre va-
ridveis pode, sob certas condicoes, garantir que uma das varidveis se exprime
em funcao das restantes, de forma unica. Um exemplo tipico de funcao
implicita é o da equacao da circunferéncia que determina uma curva no
plano x0y. Contudo, & partida nao se exprime uma das varidveis em funcao
da restante de forma tnica. Com efeito, consideremos a circunferéncia de

centro (0,0) e raio 1

x2+y2:1.

Entao, poderemos dizer
x=+y1-92 ou y=+v1—2a2.

Se escolhermos um ponto da curva, ja poderemos garantir que na vizinhanga

desse ponto a expressao € Unica, constituindo assim uma aplicagao bijectiva.

Por exemplo, consideremos o ponto (%, %) Este ponto pertence ao quarto
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de circunferéncia do primeiro quadrante. Entao, considerando

e = ]0,1[—]0,1]

y = p@)=V1-2a2,

fica evidente que a relacio 22 + 32 = 1 define implicitamente uma funcio
13
274
tando a prépria fungdo . Ora, nem sempre tal é possivel. Mas, mesmo nao

numa vizinhanca de ( ), 0 que conlcuimos por observagao directa explici-
conseguindo obter a expressao explicita, poderemos, em certos casos, garan-
tir se uma relagao de varidveis define implicitamente uma funcao. Poderemos
até dar informacoes sobre a respectiva diferenciabilidade. E esse o conteiddo
do teorema da funcao implicita. Enunciamos, primeiramente, para o caso

de duas varidveis e em seguida para uma situagao mais geral.

Teorema 63 (Teorema da fung¢ao implicita) Seja D um subconjunto aberto
de R?, f uma funcdo de classe C* em D e (a,b) € D. Suponhamos que
fla,b)=0¢ g—g(a, b) # 0. Entdo

i) existem intervalos I, =la — €,a + €[ e I, =]b — §,b + ] e uma fungao
¢ : I, — Iy, bijectiva, tal que f(a,¢(a)) =0

ii) p é de classe C1 e tem-se para = € I,

5L (2, 0(2))

"z) =22 .
R APSS

Este teorema admite formulagao mais geral:

Teorema 64 Seja D um subconjunto aberto de R™T. f uma funcio de
classe C1 em D. Notemos (x,y) = (21, ..., Zm,y) 08 elementos de R™H1 ¢
seja (a,b) = (a1, ...,am,b) € D. Suponhamos que f(ay,...,am,b) =0 e que
%(al, coy G, b) # 0. Entao

i) existem intervalos 1o, =la; — €1,a1 + €1, ..., la,, =|am — €m,am + €m| €
Iy =]b—6,b+ 6] e uma fungdo ¢ : Iy, X ... X I, — I, bijectiva, tal que
flar,...,am, p(a)) =0

ii) o é de classe C1 e tem-se para x € Iy, X ... X I,

Op B o)
O, o (x, p(x))

As demonstractes envolvem alguma complexidade que extravaza o en-
quadramento tedrico deste texto e o fim a que se destina. Podem, contudo,
ser encontradas, por exemplo em [4], [7].



Capitulo 4

Problemas de Extremo.
Optimizacao

4.1 Introducao

Entre as aplicacGes mais relevantes do Célculo encontram-se os problemas
de determinacao de valores maximos e minimos. Expressoes usadas no quo-
tidiano, tais como, distdncia mdxima, tamanho dptimo, custo minimo, lucro
mdximo, ilustram precisamente esta questao e correspondem a problemas
habitualmente referidos como de optimizacao. Estes problemas assumem
especial importancia em Economia e agrupam-se em trés categorias: opti-
mizagao livre, optimizagao com condicoes de igualdade e optimizagao com
condig¢oes de igualdade e desigualdade. Poe-se também a questao do es-
tudo da existéncia de éptimos locais ou globais. Os ingredientes matemati-
cos necessérios a esse estudo formam o tépico, genericamente designado por
problemas de extremo, que constitui o contetido deste capitulo, directamente
ligado a optimizacao nao linear. Estd organizado em trés seccoes que corre-
spondem precisamente aos problemas de optimizacao referidos. Terminamos
o capitulo ilustrando a teoria exposta com aplicagoes a problemas de Econo-

mia.

4.2 Conceitos basicos

Esta seccao estd directamente relacionada com a optimizacao livre.

Seja f: D C R™ — R uma funcao real de m varidveis reais, de dominio
DeacD.

59
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Definicao 65 Diz-se que,

- A funcao f tem um maximo global em a se
f(x) < f(a), Vx € D.

O ponto a € entdo chamado ponto de maximo global ou maximizante
global.

- A funcao f tem um mdximo local em a se existir € > 0 tal que
f(x) < f(a), Vx € B:(a)ND.

Neste caso, o ponto a é chamado um ponto de madximo local ou maxi-
mizante local.

Analogamente,

- A funcao f possui um minimo global em a se
f(x) > f(a), VxeD.

Ao ponto a chama-se ponto de minimo global ou minimizante global.

- A funcao f tem um minimo local em a se existir ¢ > 0 tal que
f(x) > f(a), Vx € B.(a)ND.

Neste caso, o ponto a é chamado um ponto de minimo local ou mini-
mizante local.

Por extremo (local ou global) entende-se um mdximo ou minimo (local ou
absoluto). Por extremante (local ou global) entende-se um ponto que é
ponto de mdzximo ou minimo (local ou global).

Muitos autores utilizam as designacoes “absoluto” e “relativo” em vez
de “global” e “local”, respectivamente.

Exemplo 66 A funcio f (x,y) = 219+ y° — 22 —y2, cujo esbogo de grifico

é o sequinte,
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tem um mazimizante local em (0,0), que nao é maximizante absoluto, pois
f nao é majorada. O grifico ilustra ainda o facto de fungdo f possuir

minimizantes, que um estudo mais cuidado mostra que sdo absolutos.

4.3 Extremos livres

Ao longo desta seccao assumiremos sempre que D é um aberto de R™ e que
f:D CR™— R éuma funcao diferencidvel em D.

O facto de D ser aberto leva a que a existéncia de extremantes e extremos
esteja apenas relacionada com a expressao da funcao f, sem que o dominio
exerca alguma interferéncia relevante. Isto é, se a for extremante local de
f em D, essa situacdo de extremante local ndo se altera mesmo que faga
uma restrigdo ao dominio de f, desde que contenha o ponto a. Como tal,
também nao se altera a situacao de f(a) ser extremo local, o que nos leva
a dizer que extremos locais num aberto sao extremos livres. Esta
designagao aparece por oposicao & de extremos condicionados, tépico
que serd estudado nas secgOes seguintes e em que haverd uma influéncia
directa do dominio de f, traduzida pela imposi¢cao de certas condigoes.

E claro que sendo D aberto, nas definices de maximizante local ou
minimizante local apresentadas no pardgrafo anterior, B.(a) N D pode ser
substituido por B.(a), uma vez que, para todo o ponto a € D, existe € > 0
tal que B:(a) C D.

Definicao 67 Se a € D for tal que Df(a) = 0, entao a é chamado ponto



62 CAPITULO 4. PROBLEMAS DE EXTREMO. OPTIMIZACAO
critico ou ponto de estacionaridade de f.

Notagao 68 Df(a) = 0 significa que a aplicagio linear Df(a)(h) é a
fungao identicamente nula, isto é, D f(a)(h) = 0,vh € R™.

Nota 69 1. E facil ver que Df(a) = 0 é equivalente a V f(a) = 0 ou, ainda,
a fr. (a) = gxf (a) = 0 para todo 1 < i < n. Com efeito, se gg‘: (a) =0,

1<i<m, ou ;eja, Vf(a) =0, é dbvio que Df(a) =0 uma vez qzce

Df(a)=0 <= Df(a)(h)=0,Vh e R™

af
8.’131

@h + 2L (@yhy + .+ aa—f(a)hm _ 0,vh € R™,

<
Oxo T,

Reciprocamente, se Df(a) = 0 e se aplicarmos sucessivamente D f(a) aos
vectores da base candnica de R™,

e1 = (1,0,...,0), ex = (0,1,...,0), ..., ey = (0,0, ..., 1),

obtemos
0 0 0
Df(a)(el)—()@a—;l(a)l 8—52( ).0 + +£( )0 = 0
Df(a)(eg)—Oﬁg—a‘i(a)O g—a‘i(a)l—i- —i—%( )0 = 0
Df(a)(em):O(:)g—i(a).0+§—£(a).0+...+£;—{n(a).l = 0,
1sto €,
0 0 0
8—51a za—é;(a): ~:£(a):0.
Logo, se D f(a) = 0 entao f;, (a)—gg‘:.(a)—o,lgigm, isto é, Vf(a) =

0.

2. A observacdo do ponto 1 é muito utilizada, em termos prdticos, na
determinacdo de pontos criticos de uma funcgao f. Com efeito, habitualmente
procuram-se os pontos criticos a € D através da procura dos pontos que
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anulam simultaneamente todas as derivadas parciais de primeira ordem de

f, isto é, através da resolugdo do sistema

of B
8—931(a)—0
of B
a—@(a)—()
of .

Teorema 70 Se a € D for ponto de mdazrimo ou minimo local de f entdo a

é ponto critico de f.

Dem Seja a um ponto de méximo local de f. Considere-se v € R™ um
vector arbitrério e € > 0 tal que a+tv € D se [t| < €. Entao ¢t = 0 ¢ um
ponto de maximo local da fungéo de varidvel real g(t) = f(a + tv). Logo

g'(0) = 0, isto ¢, sendo

of of of
/ _ m
gt = _8901( +tv)vy + 92 (a+tv)vg + ...+ _me( +tv)vp,, Vv € R™,
com |t| < e entdo, para t = 0,

of of of _ m

o (a)vr + . (@)vg + ... + T (a)vy, =0,Vv € R™,

isto é, Df(a) = 0, ou seja a é ponto critico de f. Se a for um ponto de

minimo local de f a demonstracao é andloga. O

Nota 71 Sendo f diferencidvel, a condi¢io Df(a) = 0 é necessdria para
que a seja um ponto extremo de f. Contudo ndao é suficiente. Por exemplo,
consideremos a funcdo definida em R? por f(z,y) = x> —y2. O ponto (0,0)
é um ponto critico de f, mas nao é um ponto de mdximo ou minimo local
de f, conforme ilustra o esboco do grifico

[width=6cm]extremosg2.eps

Neste caso, o ponto a chama-se ponto de sela. Mais precisamente,

Definigao 72 Diz-se que o ponto a é um ponto de sela de f se
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1. Df(a) =0,

2. Ve >0, db,c € B.(a) : f(b) < f(a) < f(c).

Vamos dar algumas condigoes suficientes para que um ponto critico seja
ponto de médximo ou minimo local. Recordemos que se f for uma fungao real
de uma varidvel real, o ponto a ¢ um maximizante local de f se f'(a) =0
e se f’(a) < 0. Da mesma forma, o ponto a é um minimizante local se
f'(a) =0e f"(a) > 0. A situagdo torna-se mais delicada se f”(a) for nula.

Observe-se, por exemplo, para as funcoes g(z) = x> e h(z) = z*,

g'(0) =g"(0) =0 ="7"(0) =" (0)

e, no entanto, o ponto 0 é ponto sela de g e minimizante de h. Para
funcoes de vérias varidveis e de classe C?, a condicio f'(a) = 0 é sub-
stituida pela condigdo Df(a) = 0 e a condigao f”’(a) < 0 é substituida
por uma condicao sobre o diferencial de segunda ordem, mais precisamente,
pela condicio “D2f(a) é uma forma quadrdtica definida negativa” ou, de
forma equivalente, “Hy(a) é uma matriz simétrica definida negativa”. Da
mesma forma, a condigao f”(a) > 0 é substituida pela condigao “D?f(a) é
uma forma quadrdtica definida positiva” ou “Hy(a) é uma matriz simétrica
definida positiva”. A situacio “D?f(a) é uma forma quadrdtica indefinida”
corresponderd ao facto de a ser ponto sela. As situacoes em que o diferen-
cial de segunda ordem seja uma forma quadrética semidefinida serdo mais
problemaéticas. No entanto, passando & andlise de diferenciais de ordem su-
perior, poder-se-4 tirar conclusoes em bastantes casos. Chama-se também
a atengao para o facto de uma andlise local, de cardcter mais geométrico,
numa vizinhanca do ponto critico, permitir muitas vezes tirar conclusoes
sobre a sua natureza. Os teoremas seguintes tornarao claro o que acabdmos
de dizer.

Teorema 73 Seja f : R™ — R uma aplicagio de classe C? numa vizinhanca
do ponto a. Supondo que Df(a) =0, entdo,

1. Se H¢(a) € definida positiva, entdo a é um minimizante local;
2. Se Hy(a) é definida negativa, entdo a é um mazimizante local;

3. Se H¢(a) ¢é indefinida, entdo a é um ponto de sela.
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Dem Consideremos o desenvolvimento de Taylor de ordem 1 de f em torno
do ponto a,

flat+h) = f(@) + Df(a) (b) + 3D (a) (%) + o |[b]®).

Usando linguagem matricial e uma vez que, pelo teorema de Schwartz, Hy(a)
é simétrica, a expressao anterior pode ser escrita na forma seguinte

flat ) = f(a) + bV (a) + 3h" Hy(a)h + of ).
Como o ponto a é ponto critico, Vf(a) = 0 e esta equagao reduz-se a
fla+) = f(a) + 3h" Hy(a)h + of /b))
Se Hy(a) for definida positiva, existe ¢ > 0 tal que
h' H;(a)h > c||h||?, Vh € R™.

Por definigao do simbolo “of...)”, dado ¢’ existe e» > 0 tal que se ||h|| < e

entao
lo(|l[[*)| < |||,

Fixando um ¢ < g, se ||h|| < e entao

fla+1) > f(a) + 3|Ib|* = | ]

0 que mostra que
fla+h) = f(a),

com desigualdade estrita se h # 0. A demonstragao ¢ analoga se Hy(a) for
definida negativa. Se Hy(a) for indefinida, existem vectores v e w nao nulos
tais que

viHi(a)v>0 e w/Hs(a)w < 0.

Da férmula de Taylor, se A for tal que a4+ Av € D e a+ Aw € D, tem-se

2
fla+Av) = f(a)+ %VTHf(a)v + o(X2[|v|*)

2
fla+iw) = f(a)+ %WTHf(a)W + o(N?||w]]?).

Como, para A suficientemente pequeno,

VT H )y > [oVIVIP)| e Sw! Hy(aw < — |o(3?][w|[?)

)
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obtem-se
A2 o
flatav) = f@)+ v H@y - [o02|vIP)] > f(a),
)\2
fla+iw) < fla)+ Wl Hy(a)w + o\ |w|)] < f(a)
0 que mostra que a é um ponto de sela. O

O teorema nao diz nada quando a matriz hessiana é semidefinida positiva
ou semidefinida negativa. Neste caso, serd preciso examinar caso a caso a
situacao apresentada.

Combinando o teorema anterior com os resultados sobre formas quadrati-
cas, obtemos o coroldrio seguinte, que se torna muito cémodo no estudo de
extremos locais.

Coroldrio 74 Seja f : R™ — R uma aplicacio de classe C* numa vi-
zinhanga do ponto a. Supondo que Df(a) = 0, designando por H¢(a) a
matriz hessiana de f no ponto a e por A; o menor principal primdrio de
ordem 1 respectivo,

1. Se Ay >0, Ay >0, Ag > 0,..., A, > 0, entdo a é um minimizante
local;

2. Se A1 <0, Ay >0, Ag <0,..., (=1)™A,, > 0, entdo a é um mazi-
mizante local;

3. Se a for um minimizante entdo A1 >0, Ay >0, A3 >0,..., A, >0;

4. Se a for um mazimizante entio A; <0, Ag >0, A3 <O0,..., (=1)"A,,
0;

v

5. Se Hy¢(a) tiver walores proprios de sinais diferentes, entdo a é um
ponto de sela.

Exemplo 75 Determinemos os extremantes da funcao
f(z,y,2) = —2® 4 32+ 4y — 9? — 522

1° Determinacao dos pontos criticos de f

As derivadas parciais sao

/

fi(z,y,2) = =322 + 3z

fé(l‘ayaz) =4- 29

fi(z,y,z) =3z — 10z.
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As solugoes do sistema fy(v,y,2) = 0, f,(v,y,2) =0, fi(x,y,2) = 0 sdo
0,2,0) e (=,2,-2), que sdo, portanto, os pontos criticos de f.
10° < 100

2° Classifica¢do dos pontos criticos de f

A matriz hessiana Hy(x,y, z) €

—6z 0 3
0 -2 0
3 0 -10

No ponto (0,2,0), os menores principais sio A1 = 0, Ay = 0 e Az > 0,
pelo que ndo se aplica nem o caso 1. nem o caso 2. do coroldrio anterior.
Calculando as raizes do polindmio definido por det (Hf(0,2,0) — AI) = 0,

1sto é,

- 0 3

0 —-2—-2A 0 =0,

3 0 —10— A
ou ainda, (—2 — \) (10)\ + A2 — 9) =0, obtem-se A= -2 ou A= -5 ++/34
ou A = —5 — /34, o que mostra que a matriz hessiana admite dois valores

proprios negativos e um positivo. E, portanto, indefinida e (0,2,0) é um
ponto de sela. No ponto (%,2, %), 08 Menores principais primarios Sao
Ay = —%, Ay = % e A3 = —18. A matriz é, portanto, definida negativa e
o ponto (%, 2, %) é um mazimizante de f.

Quando a matriz hessiana Hy(a) é semidefinida, positiva ou negativa,
nao podemos tirar conclusoes directamente. No entanto, para que o ponto a
seja um maximizante de f, é preciso que a seja um maximizante de qualquer
restricao de f. Esta condig@o é necessdria, como ilustra o exemplo seguinte,

nao sendo, no entanto, suficiente.

Exemplo 76 Seja f(z,y) a fungdo de duas varidveis reais definida por
0, sey < x? ouy > 2>
z(22® —y)(y —2%), 2? <y<a®/2

O ponto (0,0) é um ponto de sela, porque sobre a curvay = 3/23:2 a funcdo se
torna 1/4x°, que admite valores positivos e negativos em qualquer vizinhanga
do ponto (0,0).

Se f for de classe C* o teorema anterior tem um correspondente mais geral
que referiremos, sem demonstragao, em seguida (para mais pormenores con-
sultar [1]).
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Notacao 77 No estudo do Cdlculo Diferencial em R™, para representar o

“diferencial de ordem k da func¢ao f no ponto a” usa-se a expressao
DFf(a)(ut,u?,...,u¥), u’ e R™.

No que se seque, quando se pretender u' = u?® = ... = u®, escreveremos

D f(a)(u)* ou, mais simplesmente, D* f(a)(u), ou ainda, D* f(a)u.

Teorema 78 Seja a € D ponto critico de f. Sen for a ordem do primeiro
diferencial de f que nao é identicamente nulo em a, isto é, se para algum
n < k, existirh : D" f(a)(h) #0, e D/ f(a) =0, se 1 < j < n, entdo tem-se:

1. se n for impar, a nao é extremante local (ponto sela);

2. sen for par e se

a) D™ f(a)h é positivo para todos os h # 0 (forma de grau n definida
positiva), entao a é ponto de minimo local;

b) D" f(a)h ¢é negativo para todos os h # 0 (forma de grau n definida
negativa), entdo a é ponto de mdximo local;

¢) D" f(a)h é positivo para certos h # 0 e negativo para outros (forma
de grau n indefinida), entdo a nao é extremante local (ponto sela);

d) D"f(a)h > 0 mas existem h # 0 constituindo direc¢oes singulares,
isto é, tais que D" f(a)h = 0 (forma de grau n semidefinida positiva), entao

(d1) se existir uma direc¢io singular, hg # 0, para a qual, a ordem p do
primeiro dos diferenciais que nao se anulam em hg (p > n), ou é impar ou,
no caso de ser par, DPf(a)hg < 0, entao a ndo é extremante local (ponto
sela);

(d2) se, qualquer que seja a direc¢ao singular, h # 0, a ordem p do
primeiro dos diferenciais que nao se anulam em h (p > n) é par e, além
disso, DP f(a)h > 0 entao nada se conclui (podendo o caso ser esclarecido
por um estudo directo);

e) D"f(a)h < 0 mas existem h # 0 constituindo direc¢oes singulares,
isto é, tais que D" f(a)h = 0 (forma de grau n semidefinida negativa), entdo

(el) se existir uma direc¢ao singular, hg # 0, para a qual, a ordem p do
primeiro dos diferenciais que nao se anulam em hy (p > n), ou é impar ou,
no caso de ser par, DPf(a)hy > 0, entdo a nao é extremante local (ponto
sela);

(e2) se, qualquer que seja a direc¢io singular, h # 0, a ordem p do
primeiro dos diferenciais que nao se anulam em h (p > n) é par e, além
disso, DP f(a)h < 0 entdo nada se conclui (podendo o caso ser esclarecido
por um estudo directo);
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Concluindo, podemos resumir o resultado do teorema anterior do seguinte
modo:

a nao é extremante nos casos 1, 2 ¢, 2 dl e 2 el;
a ¢ minimizante no caso 2a;
a é maximizante no caso 2b;

nada se conclui nos casos 2 d2 e 2 e2.
Exemplo 79 Determinemos os extremantes da fun¢do
fla,y) =a* +y* = (z —y)?

1° Determinacdo dos pontos criticos de f

folwy) =42 =2@—y) =0 __ | 40°+4y° =0
fi(@y) =4y +2(x —y) =0

r=-y T=-y
< 3 <
4y° —4y =0 y=0y=1ly=-1

Entao os pontos criticos sio (0,0),(1,—1) e (—1,1).

20 Classificacio dos pontos criticos

1222 — 2 2
2 1292 -2 |
- Ponto (0,0)

No ponto (0,0), a cadeia de menores é Ay = —2, Ay = 0, e, portanto,

A matriz hessiana é

nao se pode ainda tirar uma conclusao. Procuremos as direc¢des singulares.
Seja h = (hy, h2). A expressio
D2 0.0 (k) = 2L (0,002 + 220 f

) 1,12 022 aya 8 2.2

= —2xh2+4hthg—2x h3=—=2(h; —hg)? < 0

(0,0)h1hg + —=5(0,0)h3

mostra que D?f(0,0) é semidefinida negativa, e que se anula na direccio
singular hg = (h1,h2) em que hy = hg. Entdo estamos no caso 2.e) do
teorema, mas hd que averiguar se estamos em (e1) ou (e2). Vejamos entdao
qual o sinal de D3£(0,0) ao longo da direc¢io singular hg = (hy, h1). Ora,

Pf
Ox3

o3f
020y

O3f

D3£(0,0)(hy, h1) = 90007

(0,0)h3 + 3=—=—(0,0)h3 +3 5(0,0)hF =0,
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pelo que nao se pode concluir nada. Passemos entao ao estudo do sinal de
D*£(0,0) ao longo da direccio singular hg = (hy,hy). Tem-se,

D*£(0,0)(h1,h1) = 48h1 >0,  se hy # 0.
Logo verifica-se o caso (e1) e, portanto, (0,0) ndo é extremante local, é ponto

sela.

- Pontos (1,—1) e (—1,1)

Quer no ponto (1,—1), quer no ponto (—1,1) a cadeia de menores é
Ay =10, Ay = 96, e, portanto, D?f(1,—1) e D?f(—1,1) sdo ambos formas
quadrdticas definidas positivas. Entdo, estamos no caso 2.b) do teorema.
Logo (1,—1) e (—1,1) sao minimizantes locais de f.

O minimo local de f é f(1,—1) = f(—1,1) = —-2.

Exemplo 80 Mostrar que (0,0) é ponto critico de f mas nao é extremante
fla,y) = 2® = 2ay® +y* — 2¢°

1° (0,0) ¢é ponto critico de f.
As derivadas parciais sao

{ filz,y) = 22 — 2y

fy(@,y) = —4zy + 4y° — 10y*
e anulam-se no ponto (0,0) que é, portanto, ponto critico de f.

2° Classifica¢ao do ponto critico (0,0).

A matriz hessiana de f é

2 —4y

—dy  —dx + 129 — 4093

e, no ponto (0,0), a cadeia de menores é Ay =2, Ay = 0, e portanto nao se
pode tirar conclusio. Procuremos as direccoes singulares. Seja h = (hy, ha).
A expressao
0 f 0% f
D? hi,he) = —5(0,0)h +2—2=(0,0)h1hs + —5(0,0)h3
f(()?O)( 1, 2) 81:2(070) 1+ axay(ovo) 1 2+8y2(070) 2
= 2h2+2x0x hihy +0 x h3 = 2h?

o f

confirma que D?f(0,0) é semidefinida positiva e indica que a direccio sin-
gular é dada por
hO = (07 h’?)
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Estamos, entao, no ponto 2.d) do teorema e vamos determinar se serd (dy)
ou (d2). Vejamos qual é a ordem do primeiro diferencial que nao se anula
ao longo da direcgdo singular. Ora,
D3£(0,0)(0,hy) = @(0 0) x 02 +3
b b 8$3 b
>Ff s  Pf 3
+3w(0, 0) X 0 x h2 + a—yg(O,O)hQ
3f
= a—?ﬁ(o,())hgzomg =0
Entdo D3£(0,0) anula-se ao longo da direccio singular hg = (0, hs), mas
passando ao cdlculo de D*f(0,0)(0, hy) tem-se

03 f
0x20y

(0,0) x 0% x hy +

D*£(0,0)(0, hy) = 24h3 > 0

pelo que se aplica o caso (dg2). Logo nada se pode concluir pelo teorema.
Observemos que a funcdo f pode ser escrita como

Fla,y) =a® = 2zy° + y* — 20 = (x — *)* — 20",

o0 que mostra que, ao longo das curvasy = £y/x, x > 0, se obtem f(x,\/z) =
—2J/T° <0 e flz,—/T) =27 >0, sex > 0. Logo em qualquer vizinhan-
¢a do ponto (0,0) a fungdo f toma valores positivos e megativos, pelo que
(0,0) é ponto sela.

4.4 Extremos condicionados por igualdades

Neste pardgrafo, procuramos maximizar ou minimizar uma funcdo f su-
jeita a condicOes adicionais suscitadas por situacoes especificas traduzidas
por igualdades, o que constitui a base da optimizagao com restrigoes de
igualdade. Isto leva-nos ao estudo da existéncia de méximos ou minimo de
fungbes em conjuntos nao abertos. Mais precisamente, dada uma fungao
[+ R™ — R, dita funcao objectivo e p funcoes, Fi,...,F, de R™ em R
(p < m), poe-se a questdao de determinar os extremos de f no conjunto M,
definido por

M={x=(z1,...,2m) ER": Fi(z1,...,2m) =0,..., Fy(z1,...,2m) =0}

isto é, os extremos de f|y;. Dito de outro modo, pretende-se determinar
0 méaximos ou minimos locais ou globais, caso existam, de f sujeita as

condigdes definidas pelas igualdades

Fi(z1,...,zm) =0; Fa(x1,...,2m) =0;...; Fp(z1,...,2m) =0.
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Os problemas deste tipo sao designados por problemas de extremos condi-
cionados.

Exemplo 81 Determinar o ponto da elipse 42> + y> = 1 mais prézimo
do ponto de coordenadas (8,—5) equivale a minimizar a funcao f(x,y) =
(x —8)2 + (y + 5)? sujeita a restricio F(x,y) =42 +y?> —1=0.

O teorema seguinte contém uma condi¢ao necessaria para que um ponto seja
um extremante local sob diferentes condicoes.

Teorema 82 Sejam f,F1,...,F, funcoes definidas num aberto D de R™,
com valores em R e de classe C'. Se a € D for um extremante local sujeito
as condicoes F; = 0 e se a matriz

r OF; oF, oFy
8331( a) 8332( a) ... aIm( a) |
OF, OF, oF;
oF, _ oF. OF,
L 81‘1( a) 81‘2( a) ... 8xm(a)_
twer caracteristica p, entao existem constantes A1, Az, ..., \p tais que
P
a)+ Y _ A\VF(a) =0. (4.1)

Dem Apresentamos a demonstragdo no caso particular de uma funcao de
duas varidveis e uma condigdo apenas, F1 = 0. Seja a =(aj1,a2) um ex-

0Fy
tremante local de f tal que Fi(a) = 0, e 8_( a) # 0 (seria andlogo se

OF;
e 1( ) # 0). Entéo, pelo teorema da fungdo implicita, existe uma tnica
fun(;ao @, de classe C*, definida numa vizinhanca de a1, Be (a1), tal que
az = ¢(a1)
OF,
/ dazi (al’ a2)
¢la) = —gp———
8332 (a17 a’?)

e, para os pontos X = (x1,x2) préximos de a = (a1, az),

F(xl,asg) =0 <— i) :go(xl).
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Considerando a funcio de classe C' definida em B, (a;) por

U(x1) = f(w1,22) = f(w1,0(21)),

temos que a1 é extremante de W. Logo ¥/(a;) = 0. Pela derivada da funcao

composta,
0 0
V) = 0 e+ 2l @)y @) =0
OF;
of _of o (a1,a2)
— 8%1 (a17a2) 81_2 (a17a2)-g%;—(a17a2) =0

L (a1,02) OF,

— of (a1,a2) (a1,a2) =0
1,42) — 1,a2) = U.
0x1 g—f;* (al,ag) 0z,
Entao, pondo
\_ Do (a1,a2)
98 (a1, a9)”
obtemos
0 OF;
— A— =
By (a1,az) + 02, (a1,a2) 0
af 0Fy
— A— =0
B (a1,a2) + s (a1,a2) )

0 que mostra que existe A tal que
Vf(a) — AVF(a)=0.
a

Definicao 83 Os nimeros \; dados pelo teorema anterior chamam-se mul-
tiplicadores de Lagrange e a condicdo 4.1 exprime o facto de a ser ponto
critico de f|yr.

O teorema anterior indicia, pois, um método de pesquisa de pontos de
extremo de f|as, conhecido por: Método dos multiplicadores de La-
grange.

Consideremos a fungao F definida por

F(xi, oy Tmy AL, oo Ap) =

=f(z1, . xm) FAMFAz1, ) F X F AT, )+ AN T
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Esta fungao chama-se fungao lagrangeana. Consideremos entao o sistema
de (m + p) equagdes que se obtém igualando a zero as derivadas da fungao
lagrangeana em ordem as varidveis x1,T2,..., Tm, A1, .., Ap,

( 8f

Fi :
=+ Z )\ig—xl =0 (derivada em ordem a z1)

F; .
ﬁ + Z )\i% =0 (derivada em ordem a x3)

of + Z i 0 =0 (derivada em ordem a x,,)

0T m 0xTm
Fi=0 (derivada em ordem a A1)
F,=0 (derivada em ordem a \p)

As solugoes deste sistema fornecem os pontos criticos de f|as, bem como os
multiplicadores de Lagrange associados.

Nota 84 Se o conjunto M definido pelas condi¢oes Fi,...F, for um com-
pacto de R™, isto é, for fechado e limitado, uma vez que a funcao objectivo
f € continua, entdo f possui necessariamente um mdaxrimo e um minimo
absolutos em M (teorema de Weierstrass). Estes valores sao facilmente
identificdveis através do cdlculo dos valores de f nos diversos pontos criticos
de flar. Nas aplicages, é, em geral, extremos absolutos que se pretende
determinar.

Interpretacao dos multiplicadores de Lagrange

Os multiplicadores de Lagrange, parecendo nao exibir nenhum papel es-
pecial na determinagéo dos possiveis pontos criticos de f|ys e, consequente-
mente, nos extremos condicionados, fornecem contudo uma interpretagao
valiosa nas aplicagoes sobre a variacao do valor dos extremos de f em M,
de acordo com a variagao das condigoes. Isto é, por exemplo: se a cada
b = (b1,...,b,) € RP definirmos §(b) como sendo o maximo da fung¢ao f em
My, onde

My = {x: (1, xm) €ER™ iy (21,00 2m) = b1,y (T1, o ) = p}
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0 que na notagao acima corresponde a
Fi(x1,...,2m) =b —v;(z1,...,2m) =0,

pode provar-se que

00
0b;
Este facto dd-nos pois informagao sobre a variacao do éptimo de f em My, de

acordo com a variagao de bj, isto €, de acordo com a variagao da restrigao v;,

(b) = \;.

0 que serd 1til nas aplicactes se tivermos de fazer uma andlise de tendéncia.

Condigoes de segunda ordem: a hessiana orlada

O método dos multiplicadores de Lagrange fornece condigoes necessérias
para que um ponto a seja um extremo condicionado local de uma fungao
f sujeita as condigoes Fy; = 0,...,F, = 0. A utilizacao da hessiana de
funcao lagrangeana vai permitir dar condigoes suficientes para decidir se,
localmente, um ponto é um ponto de méximo, um ponto de minimo ou um
ponto sela com restrigoes (para mais pormenores consultar [L]).

Designemos por

e Hr(a) a matriz hessiana da fungao lagrangeana enquanto funcao das

variaveis x1, s, ..., Tm,
F=f+MF+MF+ ... +\F),
e Jp(a) a matriz jacobiana da aplicagdo F' = (F,....,F}),
e Ji(a) a matriz transposta de Jp(a).

Consideremos a matriz

i OF, O T
0 0 8_1171(a) M(a)
OF, OF,
0 0 e (a) 8xm< )
H(\ a) =
@(a) %(a) 82_'7:(a) 82—]: a
oy 0xq 8x% 0x10x,,
oF, O0F), 02F PF
_ E(a) _8xm(a) P20 (a) - @(a)
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isto é, abreviadamente,

0 Jr(a
H(\a) = . r(a)
Jp(a) Hr(a)
Determinemos os menores principais de ordens 2p+1,2p+2, ..., p+m, mais
precisamente,
A2p+1a A2p+27 R Ap+m

e calculemos a seguinte sucessao de m — p nimeros
(=D)PAgpr1, (=1)PAgpia, ooy (1P Apism.

A anslise dos sinais destes nimeros permitir-nos-4 tirar conclusoes quanto
a natureza do ponto critico a. Assim, temos

1. Se forem todos positivos, entao a é ponto de minimo condicionado de
f

2. Se (—1)?Agp41 < 0 e daf em diante os sinais alternarem entao a é
ponto de maximo condicionado de f
Este critério é conhecido por critério da hessiana orlada. Observe-se, no

entanto, que existem muitas situacoes a que este critério nao da resposta.

Exemplo 85 Sejam as fung¢oes f, g1 e g definidas por

fz1,29,23) = 2% + 23+ 23
91(£L‘1,96‘2,96‘3) = x14+x0+23—2
go(x1, 0, 23) = x1 + 320+ 23 + 2.

Procuremos encontrar os extremos locais de f sujeita aos constrangimentos
91(x) = g2(x) = 0. A fungdo lagrangeana correspondente é dada por

F(21,22,73) = 27 + 25 + 23 + M (21 + 22 + 23 — 2) + Ao(21 + 372 + 23 + 2)
Se a = (a1, ag,a3) for um extremo local, entao existem \1 e Ao tais que

201 + A1+ X =0
2a9 + A1 +3X2 =0
2a3 + A1+ X =0

Como, além disso, a deve satisfazer as condi¢des

gi(a1,a2,a3) =0 e ga(x1,x2,23) =0,
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devemos também ter
a4+ az +az =2
a1 + 3ag + ag = —2,

donde obtemos facilmente a1 = —as = ag = 2, \y = -8 e A = 4. A
hessiana orlada em (2,—2,2) é dada por

_ == OO
_ W = OO
S O N ==
S N O W
N OO ==

, .

Aplicando o critério anterior, é apenas preciso conhecer o sinal do menor
As(a), que, neste caso, é o determinante da hessiana orlada, pois p = 2.
Ora, como As(a) = 16, obtem-se (—1)2A5(a) > 0, donde a é wm minimo
local de f sujeito as condigcoes dadas por g1 e ga. O ponto a nao é mais que
o ponto da recta de equacies

1+ T +a3=2
1+ 39 + 23 = -2

mais prorimo da origem, ji que a funcao f é o quadrado da distdncia o
origem. Consideragoes geométricas ter-nos-iam, portanto, permitido saber,
sem utilizar este critério, que o unico ponto candidato tinha de ser wm min-
1mo.

Exemplo 86 Sejam as funcdes f e g definidas por

f(xl, xg,xg) = 37% + IIE% + x%

g(x1,T2,23) = x1 + 320+ 13 + 2.

Procuremos encontrar os extremos locais de f sujeitos a condi¢do g(x) = 0.
A funcao lagrangeana correspondente é dada por

F(x1,z2,23) = 33% + :z% + x% + Ax1 + 3z + 23 + 2).
Se a = (a1, ag,a3) for um extremo local, entao existe A tal que

201 + A =0
2as +3A =0
2a3 + A =0.
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Como, além disso, o ponto a deve satisfazer a condi¢io g(a) = 0, devemos
também ter
a1 + 3as +az = —2.

A partir destas quatro equagdes obtém-se os valores

2 6 2 4
41 =—77:02= 798 = "7 € A= TR
A hessiana orlada no ponto a = (—%, —%, —%) é dada por
01 3 1
1 200
30 2 0
1 0 0 2

Comop =1, e os menores Az(a) = —20 e Ay(a) = —44, sai que —Asz(a) > 0
e —Ay(a) > 0, donde a é ponto de minimo local sujeito a condi¢io dada por
g. De facto, encontrdamos o ponto do plano de equagdo x1 + 3xo + x3 = —2
mais préximo da origem. Aqui também, consideragdes geométricas ter-nos-
iam permitido saber que o unico ponto candidato devia ser um minimo.

4.5 Extremos condicionados por desigualdades

Consideremos o conjunto definido em termos de igualdades e desigualdades

Medxerm. Fi(zi,...,2m) =0,...,Fp(z1,...,2m) =0, (42)
D1z, m) <0, (21, ) <0,

x = (x1,...,Tm). Nesta seccao tratar-se-a da determinacdo de extremos de
f no conjunto M, isto é, os extremos de f|ys. Dito de outro modo, pretende-
se determinar o médximo ou minimo, caso existam, de f sujeita as condigoes

definidas pelas igualdades

Fi(zi,...,2m) =0, Fa(x1,...,2m) =0,..., Fp(z1,...,2pm) =0
e pelas desigualdades

O1(T1, ) <0, 09(x1, .y xm) < 0,00, Pp(T1, ...y T) < 0.

Seja a € M. Entao podemos escrever, renumerando as fungoes ¢;,

{ Fi(a)=0,...,Fy(a) =0, (4.3)
0
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As condigoes de igualdade, dizem-se restrigoes activas e as de desigualdade
estrita, dizem-se restrigoes inactivas (no ponto a). Em tudo o que segue
suporemos realizada a hipdtese seguinte:

os gradientes VFj(a), parai=1,...,pe Vo,(a), para j =1,...,s

(isto ¢, das restrigoes activas) sao linearmente independentes.  (4.5)

Por outras palavras, (4.5) significa que o jacobiano das restrigoes activas

a(Flv"'an7¢17"'7¢s)
TS R

tem caracteristica p + s. Apresentamos sem demonstracdo o resultados
seguinte (para mais pormenores consultar [3],[6]).

Teorema 87 (Kuhn-Tucker) Seja f : R™ — R wuma fungdo de classe
C! e M definido por (4.2). Suponhamos que f|yr tem wm minimo local no
ponto a € M e que é satisfeita a hipdtese (4.5) relativa as condigoes activas

em a. Entdo, existem ndmeros A\i,...,Ap, [41,..., bp tais que
2 k
Vi(a)+ Zl NiVF;(a)+ '21 1;Voi(a) =0
i= j=
4.6
b0 (4.6)

Mj(b](a):()? j:177P

Coroldario 88 Se, nas mesmas condigoes, fly tem um mdzimo local em
a, verificam-se condi¢des andlogas a (4.6) com “u; > 07 substituidas por
“,UJ < 07,

Exemplo 89 Determinar o minimo da funcio f(z,y) = x3 + 3> + 23 no
triangulo M = {(x,y,z) eER:z+y+2z=12>0y>02> 0}.
Sendo

F(z,y,z) = x+4+y+z,
¢1(a:,yjz) = -, ¢2(x,y,z) =Y, ¢3(x,y, Z) ==z

entao um minimo de f em M, (z,y, z), deverd satisfazer,

(

fo(@,y, 2) + AF (2, y, 2) + pa ¢, (2,9, 2) = 0
fo(@,y,2) + AFy(2,y, 2) + pods, (2,9,2) =0
fo(@,y,2) + AFy (2, y, 2) + psds, (2,9,2) =0

P, H, ft3 > 0

[ 11012, 9,2) = 0, pada(z,y,2) =0, pzs(z,y,2) =0,
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com A, iy, e, ft3 € R. Isto é,

3224+ A=y =0
3P+ A —py =0
3224+ A — 3 =0

s fos pig > 0
ppz =0
poy =0

\ p3z = 0.

Se py = py = pu3 = 0, entao, pelas trés primeiras equagoes,
3% = —\ = 3y? = 322,

donde, x = +y = +z. Como o ponto tem de pertencer ao conjunto M, sai
que x =y = z > 0, e, portanto, 3x = 1, donde o ponto critico determinado
5 (%,%,%) Se g = 0,19 # 0 e ug # 0, entao y = 0 = z, donde, x = 1.
Entao N = —3 e, portanto, py = —3 e u3 = —3, o que nao interessa. Se
py # 0,0 =0 e s #0 ou g # 0,09 #0 e puz =0, a situagao é andloga.
Suponhamos agora que p1; = 0,10 = 0 € puz # 0. Entdo z =0 e A = sz e
322 = —\ = 342, donde, como o ponto pertence a M, x =y > 0 e, portanto,
2z = 1. Logo x = % el =A= —%, 0 que nao interessa. Se p; =0, py # 0
eps =0 oupy #0,u9 =0 e puz =0, a situagao é andloga. Logo o minimo
de f em M ¢ atingido no ponto (%, %, %) e tem o valor f(%, %, %) = %.

Vimos condigoes necessérias para que a seja um minimo local de f|3;. Vamos
ver que sao também suficientes num caso especial. Para isso, introduzamos

primeiramente algumas nogoes relativas a convexidade.
4.5.1 Convexidade
Um conjunto A C R™ diz-se convexo se

Vx,y € A,Va € [0,1], ax+(1—-a)yc€ A

Geometricamente, isto significa que, dado qualquer par de pontos de A, o

segmento que os une estd contido em A (ver 4.1).
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Figura 4.1:

Convexo Convexo nao convexo nao convexo

Definicao 90 Seja A C R™ um conjunto convero. Uma fungao
f:ACR™ - R
diz-se convexa em A se
Vx,y € AVa € [0,1], flax+(1—a)y)<af(x)+(1—a)f(y)
Analogamente, uma funcgdo f: A CR™ — R diz-se concava em A se

Vx,y € AVa e [0,1], flax+ (1—a)y)>af(x)+(1—a)f(y)

No caso n = 2, visualiza-se geometricamente que, se uma funcao z = f(z,y)
for concava (convexa), entao, para todo o par de pontos M e N do grafico,

o0 segmento que os une nunca se encontra acima (abaixo) do grafico.

Como ilustram os gréficos seguintes, as funcdes 2 e z* + y* sdo convexas e
—22 e —x* — y* sdo concavas, em R e R2, respectivamente.

20T
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Admitiremos sem demonstracdo o resultado seguinte.

Teorema 91 Seja f uma funcdo de classe C? definida num aberto A con-
vexo em R™. Entao

f é convera em A < hessiana DP ou SDP em A,

f é concava em A < hessiana DN ou SDN em A.

Suponhamos que M ¢é da forma
M={xeR™: ¢;(x) <Oparal <j <k} (4.7)

onde ¢; sao fungoes convezas de classe C',j=1,..., k. Entdo M é convexo,
como ¢é facil de verificar, e é vdlido o seguinte resultado sobre existéncia de
um minimo local de f|,, .

Teorema 92 Se M ¢é dado por (4.7) e f é uma fung¢do conveza de classe
C! em R™, entio a € M ¢é um ponto de minimo absoluto de fla se, e so
se, supondo verificada a hipdtese (4.5) a respeito das restrigoes activas em

a, (¢;(a) =0), existem escalares puy, . .., py, tais que
k
Vi(a)+ Zujv¢j(a) =0, ;>0 e p;p;(a)=0 (4.8)
j=1

Dem A condicao é necessdria precisamente pelo teorema de Kuhn-Tucker.
Para mostrarmos que, reciprocamente, (4.8) implica que f(a) ¢ o minimo
de f em M, basta mostrar que, se ¢, (a)=0

be M= Vg¢;(a)-(b—a) <0 (4.9)
porque entdo tem-se Vf(a)- (b —a) > 0 Vb € M. Provemos entao (4.9).
Consideremos a fungdo t — ¢;(a+t(b—a)), 0 <t < 1. Como ¢;(a) =0e
a+t(b—a)e MVtel0,1], tem-se ¢;(a+t(b—a)), e portanto

d
p ¢;(a+t(b—a))|,_, <0.

Ora a derivada que figura no 1.° membro ¢ precisamente V¢;(a) - (b —a), o
que termina a demonstragao. O
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4.6 Problemas de extremo e optimizacao em Econo-
mia
Problema 1 O lucro anual de uma empresa é dado pela expressao

seguinte
L(z,y) = —x? — y? + 222 4 18y — 102

onde z representa o montante gasto em investigacao e y o montante gasto em
publicidade (L, = e y expressos em unidades de milhoes de euros). Determine

o lucro méximo e os valores de x e y que o realizam.

Problema 2 Considere as fungoes Produgao e Custo de uma empresa
dadas por

P = 3K'Y3LY3

C = K?’+2L+8

onde K e L. Calcule o custo minimo para uma producao de 12 unidades.

Problema 3 Designemos por = e y as quantidades de produtos com-
prados por um consumidor e a respectiva funcao utilidade representada por

U(z,y) = 6zy — 2.

Calcule a utilidade maxima do consumidor, sabendo que a sua restrigao
orcamental é dada por 8x + 3y = 17.

Problema 4 (o problema do consumidor) Considere a fungao uti-
lidade U (z, y) relativa a um consumidor que adquire bens materiais = e y mas
cujos gastos nao podem exceder o seu rendimento R. Formalize matemati-

camente o problema da maximizacao da funcao utilidade.
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Apéndice A

Complementos de Algebra

Linear

A.1 Introducao

Seja A = [a;;] uma matriz quadrada de ordem n e pensemos na transfor-
magao linear que a cada cada vector u € R" faz corresponder um vector

imagem em R™ definido por Au.

Exemplo 93 Sendo A= | 0 2 0| eua= | 1 | temos que

0 0 3| | 3 |
1 2 ol][s5] [7]
Au=]0 2 o||1]|=]2
o 0 3] |3] |9

Poe-se a questao de saber se existe algum vector u € R”, cuja imagem
pela transformacao da matriz A, ou seja Au, tenha a mesma direc¢ao do
vector u, isto é, seja um multiplo de u. Dito de outro modo, serd que existe

um vector u € R” e um escalar A € R tais que

Au = \u?

85
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Observemos que o vector nulo tem essa propriedade para qualquer escalar
pois A0 = A0, V) € R. Essa ¢é, contudo, uma situacdo trivial. A questao

interessante é pois encontrar um vector nao nulo em tais condicoes.

z

Notacao 94 Quando se refere um vector, digamos um elemento u € R™, é
. - — . . .

muito frequente escrever u, u ou u para distinguir das suas componentes ou

dos escalares ou elementos de R. Usaremos a notacdo simples u € R™.

A.2 Valores préprios e vectores préprios

Definigao 95 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A = [a;;]. Se
existir um escalar A € R e um vector u € R™, u # 0, tal que

Au = \u

diz-se que A é um valor préprio de A e u é um vector préoprio de A
associado a esse valor proprio .

Exemplo 96 Tomemos a matriz A (do exemplo anterior) e o vector u € R3

sequintes, ) ) L
1 2 0 2
A=|0 2 0 e u= |1
0 0 3 0
Observemos que
12 o2 [4] [ 2]
Au= | 0 2 0 1(=12]=2]|1]=2u
0 0 3 0 0 0

Logo o vector u = (2,1,0) é vector préprio da matriz A associado ao valor
proprio A = 2.

Poder-se-ao levantar diversas questoes, cujas respostas serao dadas ao
longo do capitulo. Por exemplo,

1. Um vector préprio corresponde a um unico valor préprio?
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2. E, reciprocamente, a cada valor préprio de A estd associado um tinico
vector proprio de A?

3. Como se determinam os valores préprios? E os vectores préprios?

4. Qual a relevancia deste assunto?

Proposicao 97 Dado um vector préprio da matriz A, existe um e um 6
valor préprio a que ele estd associado.

Proposigao 98 Se u for vector proprio associado a wm valor préprio A € R
entdo qualquer miltiplo de u é também vector préprio de A associado ao
mesmo valor proprio .

A 1ltima proposicao responde a segunda questdo anteriormente formu-
lada. Contudo, podemos adiantar que a um valor préprio, para além de um
vector préprio associado que se determine, bem como dos seus multiplos,
poderéo existir outros vectores proprios associados (e respectivos multiplos)
que nao sejam miiltiplos do primeiro vector determinado. Mais adiante serd

dada resposta completa a esta questao.

Proposicao 99 0 é valor préprio da matriz A, quadrada de ordem n, se e

s6 se A nao for invertivel.

Dem A nao ¢ invertivel <= r(A) < n <= o sistema Au = 0 ¢é inde-
terminado <= du* # 0 : Au* = 0.u* = 0 <= 0 ¢ valor préprio de A.
O

A.3 CA&lculo de valores e vectores préprios

A.3.1 Cadélculo dos valores préprios A

Como vimos, se A for um valor préprio de A e u # 0 um vector préprio

associado a esse valor préprio A, isso significa que
Au = \u,
isto &,
(A= A)u=0.

Uma vez que u # 0, conclui-se que a matriz A — A\l nao é invertivel, o
que, como sabemos, é equivalente a dizer que o seu determinante é nulo.
Podemos entao resumir este facto na proposicao seguinte:
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Proposigao 100 A é um valor proprio de A se e s6 se det (A — \I) = 0.

Esta proposicao fornece um modo de calcular os valores préprios de A
que consiste na determinacao dos A que anulam o determinante da matriz

A— AL

Exemplo 101 Tomemos a matriz do exemplo anterior e calculemos todos

0s seus valores proprios

det (A — AI)

det

det

det

1 2 0
0 2 0
0 0 3
(1 2 0]
0 2 0
0 0 3|
1-\ 2
0 2\
0 0

Ora, utilizando a proposicao anterior,

donde

Ja tinhamos assinalado que X = 2 é valor préprio de A. Pelos cdlculos que
acabdamos de fazer, vemos que A tem ainda mais dois valores proprios: A = 1

e\ =23.

det (A — AI)

1=XN2-XNB-2X

APENDICE A. COMPLEMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

= 0

A=1VA=2VA=3.
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Nota 102 Observemos que a determinacdo dos valores préprios de A con-
sistiu no cdlculo das raizes do polindmio de grau 3,
PN =1-X2-)B-A),

ou, dito de outro modo, na resolucdo da equacdo

(I-=XN(2=-XNB=X=0.
Esta observacao antecipa e ilustra o que adiante diremos sobre “polinémio
caracteristico” e “equacao caracteristica” de uma matriz.
A.3.2 Determinagao dos vectores proprios associados a um

valor préprio A\

Como ja dissemos, dado um valor préprio A de A, os vectores préprios as-
sociados a A sdo os vectores u # 0 tais que

Au = \u,

ou seja,
(A= A)u=0,

0 que mostra que sao as solugoes do sistema linear homogéneo

a]_]_ [e— A a12 o« . o« .. “ .. aln ’LLl O
ao1 az — A aonp Uz 0
L a//rl/l an2 o« e e o« o e o« o e ann [R— A | L un i L 0 |

Se o sistema for possivel e determinado, isso significa que caimos no
caso trivial, isto é, apenas o vector nulo satisfaz a equacdo (A — A\)u = 0.
Nesse caso nao existiriam valores nem vectores préprios (relembra-se que,
por defini¢ao, o vector préprio nao pode ser nulo).

Portanto, a existéncia de valores e vectores préprios é equivalente ao
facto de o sistema anterior ser possivel e indeterminado. De acordo com o
grau de indeterminagao, varia a dimensao do espaco das solugoes do sistema,
isto é, do espago dos vectores préprios. Assim,
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- se o grau de indeterminagao for 1, o espago dos vectores préprios tem
dimensao 1, isto é, dado um vector préprio todos os outros serao os
seus multiplos;

- se o grau de indeterminagao for 2, o espaco dos vectores préprios tem
dimensao 2, isto é, existem dois vectores préprios linearmente inde-
pendentes e todos os outros sao combinacgoes lineares destes;

- se o0 grau de indeterminacao for n, o espaco dos vectores préprios tem
dimensao n, isto é, existem n vectores préprios linearmente indepen-
dentes e todos os outros sao combinacoes lineares destes.

Definicao 103 Dado um wvalor proprio A de A, & unidgo de {0} com o
conjunto dos vectores proprios de A associados a A chama-se subespago
proprio de A e representa-se por Ey, isto é, E\x = {u € R": Au = \u}.

Exemplo 104 Vamos determinar os vectores proprios associados ao valor
préprio 2 da matriz do exemplo anterior. Temos de resolver o sistema ho-
mogéneo (A — 2I)u = 0. Temos entao, sob a forma matricial,

1-2 2 0 0 -1 2 00
0 2-2 0 o = ]o o oio|~—
0 0 3-2 10 0 0 10,

donde
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ou seja, os vectores préprios sao os vectores da forma
u = (2a,a,0) =a(2,1,0), com a € R,
isto é, sdo os multiplos de (2, 1,0). Portanto,
Ey =< (2,1,0) >,

isto é, o espago gerado pelo vector (2,1,0).

De forma andloga veriamos que E; =< (1,0,0) > e que E3 =< (0,0,1) >

Exemplo 105 Determinemos os valores proprios e respectivos vectores proprios

da matriz i
4 —10 10
B=10 6 -2

i 0 —2 6 |

det (B—A)=0 <= det| 0 6-A -2 | =0

= [@A-N6-XN>—44-N)=0
— (4—>\)[(6—)\)2—4}:0
— A=4VvI_-12)+32=0

< A=4VAI=28.

Fazemos notar que A = 8 é solucdo simples e X = 4 é solucao mailtipla, com
multiplicidade 2.
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- Determinacao dos vectores proprios associados a A = 4

0 -10 10 : 0 0 —10 10 : 0
[3—4150] = |o 9 2 0| —1o0 9 —2 10
|0 -2 2 0 | |0 0 0 0 |
0 —-10 10 : 0 0 1 -1 : 0

0 0 0 0 | 0 0 0 0
Logo
ug —ugz =10 Uy = U3
<~
u1 qualquer u1 qualquer

Portanto, os vectores proprios associados a A = 4 sao os vectores nao nulos

da forma
u= (a,b,b) =a(1,0,0)+b(0,1,1), com a,beR,

ou seja, sao as combinagoes lineares nao nulas dos vectores (1,0,0) e (0,1, 1).
Portanto,
Ey =< (1,0,0),(0,1,1) >,

isto é, o subespago proprio de A =4 é o espago gerado pelos vectores (1,0,0)
e (0,1,1). Neste caso tem dimensao 2, o que, como referimos anteriormente,
se deve ao facto de o sistema de equagoes lineares ter grau de indeterminac¢ado
2.

De forma andloga veriamos que Eg =< (5,—1,1) >.

A.3.3 Multiplicidades algébrica e geométrica
Como vimos, dada uma matriz A de ordem n :

- 0s seus valores préprios sao os zeros do polinémio de grau n, p(\) =
det (A — AI). A este polinémio chama-se polinémio caracteristico
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da matriz A. Sendo um polinémio de grau n tem, no méximo, n
raizes reais (de facto, tem exactamente n raizes reais ou complexas mas
a justificacio deste facto incide no Teorema Fundamental da Algebra,
que sai fora do ambito do curso);

- A equacao det(A—\I) = 0 chama-se equagao caracteristica da matriz
A e os valores préprios de A sdo precisamente as suas solucoes;

- os seus valores préprios podem ser distintos ou nao, consoante sejam raizes

simples ou multiplas do polinémio caracteristico.

Definigao 106 Dado um valor prdprio A de A, chama-se multiplicidade
algébrica de )\ o sua multiplicidade enquanto raiz do polindmio caracte-
ristico de A, isto é, a sua multiplicidade enquanto solucdo da equacdo ca-
racteristica p(A) = 0.

Por outro lado, chama-se multiplicidade geométrica de )\ & dimensao
do espaco préprio associado FE.

Nota 107 No exemplo anterior, o valor préprio A = 4 tem multiplicidade
algébrica 2 e multiplicidade geométrica 2 e o valor préprio X = 8 tem multi-
plicidade algébrica 1 e multiplicidade geométrica 1 (o facto de os valores da
multiplicidade algébrica e da geométrica serem o mesmo € pura coincidén-
cia).

A.3.4 Propriedades

Proposicao 108 Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

1. Se A for triangular, os valores proprios de A sao os elementos da diagonal
principal.

2. Se A1, A2, A3, -+, A sGo n valores proprios reais de A (distintos ou nao)
entao det(A)= Az \,.

3. Se A for invertivel nenhum dos seus valores prdprios pode ser nulo.

Teorema 109 Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

1. Quaisquer dois vectores proprios associados a dois valores préprios dis-
tintos sdo linearmente independentes.

Mazis geralmente:

2. Um sistema de k vectores prdprios associados a valores proprios distintos
é um sistema de vectores linearmente independente.
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Dem 1. Sejam A1, Ao dois valores préprios distintos de A e uy, us dois
vectores proprios associados. Consideremos uma combinacao linear nula
desses vectores

aiju] + asug = 0, a, a9 € R.

Multiplicando ambos os membros pela matriz A e usando a definicdo de

valor e vector préprio, obtemos

a1Au] Falduy = 0
<~

aiAiu] +ashuy = 0
<~

aiAiu; — Agau; = 0
<~

ar(M—A)uwy = 0.

Como A1, A2 sdo distintos sai que a; = 0 e, portanto, também ay = 0, o que
prova que uj, uz sao linearmente independentes.

2. Tomemos agora trés valores préprios de A distintos, A;, Ao e A3
e trés vectores préprios associados, uy, up e us, respectivamente. Pelo
ponto 1, sabemos que u; e us sao linearmente independentes. Vejamos
agora que {uj, up uz} também constitui um sistema de vectores linearmente
independente. Consideremos uma combinagao linear nula desses vectores

aju] + asug + agug =0 a1, as, a3 € R.

Tal como em cima, multiplicando ambos 0os membros pela matriz A e usando
a definicao de valor e vector préprio, obtemos

a1Aug + agAug +azAug = 0
<~

1A + agdoug +azdgug = 0
<~

ajAug + agdoug + Az (—oqug —agug) = 0
S

a1 (M —A3)ug +az(Ag—A3)ug = 0.

Como u; e us sao linearmente independentes e A1, A2, A3 sao distintos
sai que a1 = 0 = ap e portanto, também ag = 0, o que prova que uj, us €
us3 sao linearmente independentes.
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E assim sucessivamente. Repetindo as vezes necessdrias este processo,
isto é, juntando sempre mais um vector préprio correspondente a um valor
préprio distinto dos anteriores, chegamos & conclusao que os k vectores con-
siderados sao linearmente independentes. O

A.4 Diagonalizagcao de uma matriz

A.4.1 Matrizes semelhantes e matriz diagonalizavel

Definigao 110 Duas matrizes A e B, quadradas de ordem n, dizem-se
seme-lhantes se existir uma matriz invertivel P, de ordem n, tal que

B =P 'AP.
Proposicao 111 Matrizes semelhantes tém os mesmos valores préprios.

Dem Sendo vélidas as igualdades seguintes

det(B—X) = det(P AP — \I) = det(P~'AP — AP 'P)
= det(P™' (AP — AP)) = det(P~' (A — A\I) P)

= det P~t.det (A — \I).det P = det (A — \)

fica provado que os polinémios caracteristicos de A e B coincidem, logo tém

as mesmas raizes, isto ¢, A e B tém os mesmos valores préprios. 0

Tém particular importancia as matrizes semelhantes a uma matriz dia-
gonal. Por exemplo, sabe-se pela proposicao anterior que os seus valores
préprios serao os mesmos que os valores préprios da matriz diagonal e os
desta sao precisamente os elementos da sua diagonal principal. Mas pode-

remos constatar ainda mais propriedades. Sistematizemos estes factos:

Definicao 112 Uma matriz A diz-se diagonalizdvel se for semelhante a
uma matriz diagonal, isto é, se existir wma matriz invertivel P, de ordem
n, tal que

D =P YAP em que D é matriz diagonal.

A matriz P chama-se matriz de diagonalizacéo.
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Proposicao 113 Se A for diagonalizdvel entdo:

1. Os valores préprios de A sdo os elementos da diagonal principal da matriz
diagonal D a que é semelhante a matriz A;

2. Sendo D a matriz diagonal a que é semelhante a matriz A e P a respectiva
matriz de diagonalizagdo, tem-se, qualquer que seja k € N,

Ak — ppkp-1,

Dem 1. Resulta imediatamente da proposi¢ao anterior e do facto de os va-
lores préprios de uma matriz diagonal serem precisamente os elementos da
diagonal principal.

2. Como D = P7YAP, o que é equivalente a A = PDP~! tem-se

Ak (PDP’l)k:(PDpfl) (PDpfl)...(PDPfl)

~~

k vezes
= PD(P'P)D(P'P)D---D(P'P)DP ' =PD"P!,
0 que prova o resultado. [l

Teorema 114 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A = [a;;]. Entdo
A ¢é diagonalizdvel sse existem m vectores prdprios de A constituindo um
sistema de vectores linearmente independentes.

Dem Condigao necesséria

Se A for diagonalizdvel entdo existe uma matriz P de ordem n invertivel
tal que P~'AP = D ou, de forma equivalente AP = PD.

Sejam
P = W1 Wo - S W
onde
w11 w12 Win
w1 W92 W2n,
W1 = , Wo = ) , Wp = )

Wn1 Wn2 Wyn
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isto é,
w11 w12 Win
w21 w22 Wan
P—
| Wnl Wn2 Wnn |
Seja
[ A\ 0 0 ]
0 A2 0
D=
L0 0 An
Entao
AP = Awi  Aw, Av, |
e
PD=| Mwi  Jows Anwr |
Logo, pela igualdade acima referida AP = PD,
AWl = )\1W1, AW2 = )\2W2, ce ,AWn = )\nwn.
Destas igualdades, podemos entao observar que
(i) os vectores que constituem as colunas da matriz P, wi, wg, - -+ , Wy,

sd0 os vectores préprios de A,

(ii) os elementos da diagonal principal da matriz diagonal D sao os val-

ores proprios de A.

Além disso, como P ¢ invertivel,

(iii) {w1,ws -+, Wy} constitui um sistema de vectores linearmente in-

dependentes.
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Condicao suficiente

Suponhamos que {wi,ws,- - ,w,} constitui um sistema de vectores
proprios de A linearmente independentes correspondendo respectivamente

aos valores préprios A1, Mg, ..., A,. Consideremos as matrizes

P = W1 W9 - Wy,

. T .
em que, como anteriormente, w; = [w1; wa; - - - Wy;]" , para cada 1 < i <n

e
A\ 0 B ¢
0 A2 0
D =
| 0 0 : An |
Entao
AWl AW2 e e Awn :| = |: )\1W1 )\2W2 e e )\nwn ,
isto &,
AP =PD
e, portanto,
P~ 'AP =D,
o que mostra que A é diagonizével. ]
Como consequéncia imediata do teorema anterior temos o resultado
seguinte

Corolario 115 Se os n wvalores préprios da matriz A forem distintos, isto
é, cada valor préprio tiver multiplicidade algébrica igual a 1, entdo a matriz

A é diagonalizavel.

A.4.2 Teorema espectral para matrizes simétricas

Recordemos que uma matriz quadrada é simétrica se coincidir com a sua

transposta, isto é, A = AT,
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Teorema 116 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica. Entdo,
1. Todas as n raizes do polindmio caracteristico de A sdo reais, isto é, osn
valores proprios de A sao reais;

2. Os vectores préprios associados a valores proprios distintos sao ortogo-
nais;

3. A matriz A é diagonalizdvel.

Dem 1. A demonstracao sai fora do ambito do curso.

2. Sejam u e v dois vectores préprios de A correspondentes a valores
préprios distintos A e u, respectivamente. Entao

Au = A\u e Av = pv.

T

Considerando os vectores transpostos u' e v tem-se

viAu=Aviu e u'Av=_pu'v.
Transpondo ambos os membros da primeira igualdade, obtemos
(VTAU> ! = ()\VTU> !
e, como A é simétrica,
u'Av = \u'v.

Logo
M'v=pu'v
isto é
A=—pu'v=0

T

Uma vez que X\ # p, entdo u'v = 0, isto é, u e v sio ortogonais. ]

O teorema seguinte antecipa um resultado extremamente importante em
Algebra Linear. Recorda-se que uma matriz quadrada P é ortogonal se for
invertivel e P~1 = PT.

Teorema 117 Seja A uma matriz quadrada de ordem n e simétrica. Entao
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existe uma matriz ortogonal P tal que

A 0 B |
0 Ao 0
P~tAP =
| 0 0 TR v

Dem Apresentamos a demonstragdo no caso particular em que os valores
proprios de A sdo todos distintos.

Neste caso, pelo teorema anterior, a matriz A é diagonalizdvel e pos-
sui m vectores préprios uj,ug, ..., Uy, correspondentes aos valores préprios
A1, A2, -+, A, ortogonais dois a dois. Normalizando esses vectores, obtém-se

n vectores préprios ortogonais mas de norma 1, isto é, ortonormais

up U uy,
Vi=7—", Vo= 7, ..., Vj = ——.
[ [[uz [ |

Considerando a matriz de diagonalizacao P = [viva...vy,] basta ver que
P~1 = PT ¢ fica provado o resultado. O

Nota 118 A demonstracao anterior induz que a matriz P pode ser tomada
como ortonormal, isto é, ortogonal em que os vectores coluna tém norma 1.

Tem-se o Teorema Espectral para matrizes simétricas:

Teorema 119 Sejam A uma matriz quadrada de ordem n simétrica e vi,va, ...

vectores préprios ortonormais correspondentes aos valores proprios A1, Ao, - - -
Entao a matriz A admite a sequinte decomposi¢do espectral

A= )\1V1VI + )\_1v2v;r + ...+ Alvnvz.

.
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Dem Considere-se a matriz diagonal D e a matriz de diagonalizagao orto-

normal P, isto é, a matriz

M 0 N (|
0 X 0
D=
L0 0 : An |

e a matriz P, cujas colunas sao os vectores préprios ortonormais associados

a)\1>)‘27"' 7)\n
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Aplicando A ao vector coluna x € R™, obtém-se

Ax = (PDP™Y)x=(PDP")x = (PD)(P'x)

— ([w v vn}D)([vl va e ""]Tx>

-
= [Alvl AgVg - - )\nvn]<[v1 Ao Vn} x)
S
Vi
== [ )\1V1 )\2V2 )\nvn }
-
Vo
X
T
- Vn -
v]—x
= )\1V1 )\2V2 e )\nvn
v;x
VZX

= (Av)(v{x) + Aav2) (v X) + ... + (M Vi) (v, x) =

= <)\1V1VI + )\QVQV; + ...+ /\nvnV;r) X.

Nota 120 O conjunto dos valores préprios de uma matriz é designado por
espectro da matriz. Dai a designacdo de “teorema espectral ”, que mostra
que uma matriz simétrica pode ser definida através do seu espectro.
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A.5 Formas quadraticas em R"

Definicao 121 Uma forma quadrdtica em n varidveis é uma aplica¢ao
Q:R*" —R

que se exprime numa base dada através de um polindmio homogéneo de grau
2. Mais precisamente, sendo X = (T1,22,...,Tn) ,

Q(x) = anzi+ aprixs+ ... + a2, +

+ag1x9r1 + aggxg + ...+ aopxox, +

2
Fan1TnT1 + @n2TpT2 + ... + Ann Ty,

15to €,
n n
Qx) = ZZaijxixj.
i=1j=1

Escrevendo b;j = a;j + aj; e tendo em conta que x;x; = T;2;, 0 que conduz
a (aijxiz; + ajixix;) = bjjxxy, obtém-se a expressao equivalente

Q(X) = Z bij.’Ez'.’Ej.

1]

Exemplo 122 Vejamos os exemplos sequintes

1. Q(x,y) = 522 + 8zy + Ty? ¢é uma forma quadrdtica em R? pois é um
polindmio de duas varidveis homogéneo de grau 2.

2. Q(x,y, z) = 4?4+ 8xy + 1222 + 8y + 5yz + 2022 é uma forma quadrdtica
em R3 pois é um polindmio de trés varidveis homogéneo de grau 2.

3. Qz,y, z,w) = 422 + 4wy + 1222 — 10zw + 8y? — 1dyw + 2022 4 22w + 2w?
é uma forma quadrdtica em R* pois é um polindmio de quatro varidveis
homogéneo de grau 2.
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Toda a forma quadratica pode ser escrita em forma matricial do seguinte

modo
Q(x) = XTAX =
arl ai2 A1n I
a21 a22 a2n x2
= [ X1 T2 Tn ] ’
| Onl an2 ann | | Tn |

o que mostra que a cada forma quadritica  em R" estd sempre associa-
da uma matriz quadrada de ordem n. Reciprocamente, dada uma matriz
quadrada A de ordem n, podemos sempre associar-lhe uma forma quadratica
Q4 em R", isto é, um polinémio homogéneo de grau 2, através do produto
de matrizes

Qa(x) = XTAX.
Por exemplo, no caso das formas quadrdticas apresentadas em cima, temos

as formas matriciais:

5 6 T
1-Q(fv7y)=[x y}
2 Yy
4 6 6 T
Q.Q(:E,y,z):[a: Yy z] 2 8 4 Yy
6 1 20 z
[ 4 2 6 57 [«
2 8 0 -7y
3.Quyzw) =]z y 2wl
6 0 20 1 z
5 7 1 2 | |w,

E 6bvio que, se inicialmente tivessem sido dadas as matrizes quadradas,
poderiamos reconstituir as formas quadréticas que lhes estao associadas.

Claramente se observa que, dada uma matriz A, a forma quadratica Q4
que lhe correponde é unica. Serd que o reciproco é vilido? Isto é, dada uma



A.5. FORMAS QUADRATICAS EM RY 105

forma quadréatica @) ela admite uma forma matricial dnica? A resposta é
negativa. Com efeito, a uma forma quadritica podem ser associadas inu-
meras matrizes, o que pode ser enunciado de forma equivalente dizendo que
matrizes diferentes podem gerar a mesma forma quadrética.
Tomemos as matrizes
5 6 5 9 5 4
A = , B= e C =

e determinemos as formas quadréaticas que lhes estao associadas, respectiva-

mente
(5 6 x
Qalz,y) = [w y] = 522 + 8zy + Ty?
| 2 7 Y
5 9 x
_ ) 2
Qp(z,y) = {x y] = bx* + 8zxy + Ty
| 1 7 Y
[ 5 4 T
Q — _ 2 2
clzy) = |z y = 5x* 4+ 8xy + Ty
| 4 7 Y

Constatamos que

QA(iU,y) = QB($;:U) = QC(xvy)a

isto é, as trés matrizes dadas estdo associadas & mesma forma quadritica
(j& referida no exemplo anterior). Observamos, contudo, que a matriz C' é
simétrica e este tipo de acontecimento tem grande relevincia como mostra
o teorema seguinte:

Teorema 123 A toda a forma quadrdtica @) : R® — R
Q(x) = by
1<j
estd associada uma e wma sé matriz simétrica A = (a;;). FEssa matriz é
definida por a;; = bi; e a;j = aj; = %, para i < j. A relacdo entre a forma
quadrdtica e a matriz é dada pela equagao

Z bijl‘il‘j = XTAX.
i<j
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Teorema 124 Toda a forma quadrdtica Q) : R — R é diagonalizdvel.

Definigao 125 Uma forma quadrdtica @ : R® — R diz-se

- definida positiva (DP) se Q(x)>0,YxeR" x#0,

semidefinida positiva (SDP) se Q(x)>0,Vx e R",

definida negativa (DN) se Q(x)<0,VxeR" x#0,

semidefinida negativa (SDN) se Q@ (x)<0,Vx e R",

- indefinida (IND) se IxX,yeR":Q(x)>0ANQ(y) <0.

De forma correspondente, uma matriz simétrica A diz-se

- definida positiva (DP) se XTAX >0, VX #0;

XTAX >0, VX,
semidefinida positiva (SDP)  se

JY #£0, YTAY = 0;

definida negativa (DN) se XTAX <0, VX #0;

XTAX <0, VX,
- semidefinida negativa (SDN) se
JY #0, YTAY =0;

3X, com XTAX <0,
indefinida (IND) se

3Y, com Y TAY > 0.

Proposicao 126 Seja A uma matriz simétrica. Entao, usando as abrevia-
turas introduzidas na definicao anterior relativamente & classificagio de ma-
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trizes simétricas, tem-se

A é DP <& todos os valores préprios A; > 0;
A é SDP <  um valor préprio \; =0 e 0s outros > 0;
A é DN & todos os valores prdprios \; < 0;
A é SDN < um valor préprio \; =0 e 0s outros < 0;

A é IND <& wm valor préprio < 0 e outro > 0.

Definicao 127 Uma submatriz principal B de A é uma submatriz obtida

suprimindo certas linhas de A bem como as colunas com o mesmo indice.

Uma submatriz principal primdria B de A é uma submatriz principal
obtida suprimindo as r ultimas linhas e as r dltimas colunas de A, para um
inteiro r compreendido entre 0 en — 1.

Proposicao 128 Se uma submatriz principal B de wma matriz simétrica A
possuir pelo menos k valores proprios > 0 (respectivamente > 0, < 0, <0),

entao passa-se o mesmo para A.

Definigao 129 Chamamos menores principais primarios aos determi-
nantes das matrizes principais primdrias.

Teorema 130 Seja A uma matriz simétrica de ordem n. Entdo
1. A é DP se e s se todos 0os menores principais primdrios sao > 0;

2. A € DN se e s6 se 0s menores principais primdrios de ordem impar sao
< 0 e os de ordem par sao > 0;

3. Se |A| # 0 e os menores principais nao satisfizerem as condigées de sinal
referidas em 1. ou em 2., entdo A é indefinida.

Nota 131 O teorema anterior nao permite classificar uma matriz A quando
|A| = 0, podendo acontecer que A seja SDP, SDN ou IND. Assim, se
|A| = 0, a classificagio de A deverd ser feita por definicao ou através do
cdlculo dos valores préprios.
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